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第一章理想流体 


§ 1. 连续方程 


流体动力学研 究流体(液体和气体）的运动. 因 为流体动力学 
中考 察的现 象是宏 观的，所以把流体看 作连续 介质. 这意 味着对 
流体中的任何小体元，总是假定它大得仍然包含非常大量的分子. 
因此， 当我们谈到无限小体元时，总是指“物理上”的无限小，也就 
是说，它与所 W 论的物体体积相比很小，而与分子间距离相比却很 
大. 对 流体质点和流体中的点这些 术语，都应作类似的理解.例 
如， 当我们谈到某流体质点的位移时，我们不是指某一个别分子的 
位移，而是指包含有许多分子的体元的位移,虽然后者仍旧作为一 
个点来处理. 

可以用一些函数来对运动流体的状态作数学描述.这些函数 
给出流体的速度分布 r = 《）和流体中任何两个热力学量 

的分布，例如压力 〆 ; r , % 0和密度 p Ou , i ). 如所周知，只 

要给定任意两个热力学量的值，同时给定状态方程，所有的热力学 
量都可由此确定；因此，如果我们给定了五个量，即速度^的三个 
分量、压力 P 和密度/>，则运动流体的状态就完全确定了. 

一般来说，所有这 S 量都是坐标 a y ， ^和时间纟的函数.应当 
强调指出， tO , 《）是在给定时间 < 和空间给定点 O , y ， 2 :) 上 
的流体速度，也就是说，它是属于空间固定点的，而不是属于流体 
中特定质点的;后者在时间过程中要经常改变其空间位置，这一说 
明同样适用于 P 和罗. 

现在来推导流体动力学的基本方程组，我们从表示物质守恒 



的方程开始.考虑空间的某 个体积 r D ， 该体积中流体的质量是 
\ pdV , 其中， p 是流体 密度， 积分遍及整个体积 F 。. 单位时间内流 

过体积界面面元的流体质量是•矢量的大小等于面 
元的面积，方向则沿面元的法线方向.按照惯例，我们取沿外 
法向.于是，如果流体流出该体积，则为正;如果流进该体 
积,则为负.所以，单位时间内流出体积的流体总质量是 


() pv-df, 

其中，积分取在包围该体积的整个封闭曲面上. 

其次，单位时间内体积 F 。 中减少的流体质量可以写成 


使上面两个式子相等，得 


dt ] 


pdV , 


9 

dt . 


pdV 


O prf^df. 


(LI) 


利用格林公式，可以将曲面积分变换为体 积分: 


O pi.if 二 (pv)dV. 


于是 

.^-4 V-(p^)V-0. 

• ^ __ 

因为这个方程必须对任何体积都成立，所以被积函数必须为零， 
即 

^ 十 ▽•(pxO^O. (1. 2) 

这就是连续方程.把表达式 ▽•( pw ) 展开，我们也可以将 （1.2) 式 
写为 

f- py-v l- ^ • vp = 0. (1. 3) 



矢量 


J = p%) 

称为质量通置 密度， 它的方向就是流体运动的方向，而它的大小等 
于单位时间内流过与速度垂直的单位面积的流体质量. 

§ 2. 欧拉方程 

我们考虑流体中的某个体积，作用在这个体积上的合力等于 
压力的 积分： 

一 Opdf, 

其积分域为该体积的界面.将它变为体积分，有 

一 o pdf =一 S / pdV . 

%) ， 

由此得知，任何体元周围的流体作用在该体元上的力为一 dVsjV . 
换言之，可以说有等于一的力作用在单位体积的流体上， 

现在，我们使作用力 一 VP 等于单位体积的质量 ( P ) 与加速度 
d ^ v/dt 的乘积，就可以写出流体体元的运动方程 

- (2.1〉 

这里出现的导数(^/心，并不是空间固定点上流体速度的变 
化率，而是一个给定的流体质点当它在空间中运动时的速度变化 
率.但这个导数应当用在空间固定点上给定的量来表示.为此，应 
当提及，一个给定流体质点在时间间隔 U 中的速度变化 dr 由两 
部分组成，就是空间一固定点上的速度经过时间以后的变化和相 
距为 dr 的两点(在同一瞬时)的速度差，其中， rfr 是给定流体质点 
经过时间心所移动的距离.第一部分为 Oi ;/ 以)心，这里的偏导 
数是对不变的 A y ， A 即在空间给定点上取的.第二部分 
是 
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dx 


dv 

dx 






(rfr •▽) 认 
dz 


于是， 


dv 


d^v 

— I.. 

dt 


dt }- (dr • ▽) 幻， 


或者，两边同除以 dt , 有 


dv 2%) 


dt dt 


+ (幻 •▽) 认 


( 2 . 2 ) 


将它代入 (2.1) 式，我们得到 

— r ( V - S /) Z ) =-丄 w . (2. 3) 

at p 

这就是所要求的流体运动方程，它是由欧拉在1755年首先得到 
的，称为欧拉方程,是流体动力学基本方程之一. 

如果流体处子重力场中，则有附加力 pg 作用在任何一个单位 
体积上，其中 g 是重力加速度.这个力必须加在方程 (2.1) 的右 
边.这样，方程 (2. 3) 就取下列形式 


菩 +( 幻= 一丄 VP + g . (2. 4) 

dt p 

在推导运动方程时，我们没有考虑能量耗散过程.在运动流 
体中，由于流体的内摩擦(粘性)和流体不同部分之间的热交换，会 
发生这种过程.所以，本章的这一节以及以后各节的全部讨论，只 
适用于导热和粘性都不起重要作用的流体运动，这种流体称为理 

想流体. 

流体各部分之间（当然，还包括流体和相邻物体之间)没有热 
交换，这意味着整个流体中发生的运动都是绝热的，因此，理想 
流体的运动必须假设为绝热的. 

在绝热运动中，当任何质点在空间改变其位置时，它的熵保持 
不变.单位质量的熵记为 a 我们可以将绝热运动条件表示为 



尝 = 0, (2.5) 

at 

这里和 (2. 1) 式一样，对时间的全导数表示一个给定流体质点在运 
动中的熵变化率.这一条件也可以写为 

V 5 — 0- (2. 6) 

3t 

这是描述理想流体绝热运动的普遍方程.应用 （1. 2) 式，我们可以 
把它写成熵的“连续方 程”： 

^( ps )- HV *( p ^)-0, (2.7) 

乘积 psv 为“熵通量密度”. 

必须记住，绝热方程通常取一种更简单的形式.如果像经常 
遇到的那样，在某个初始时刻流体整个体积中的熵为一常数，则在 
所有时刻，并且对于任何后续运动，熵将到处保持为同一常数.在 
这种情况下，我们就可以将绝热方程简单地写为 



( 2 . 8 ) 


后面，我们将经常这样用.这样一种运动称 为等熵运动. 

我们可以利用等熵运动这一事实，把运动方程 （2. 3) 写成稍许 
不同的形式.为此，我们运用熟悉的热力学关系 


dw ~ Tds ^ Vdp , 

其中切是单位质量流体的焓，是比容， T 是温度.因为 s = 
常数，就有 

P 


从而, 


P 

因此，方程 (2. 3) 可以写成如下形式 
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|十（ 幻 一 ▽队 （2, 9) 

还应提及欧拉方程的另一种形式，其中仅仅包含速度.应用矢量 


分析中的熟知公式 



yVv 2 

= vx(s/x%)) + (v^)v 9 


可以把 （2. 9) 式写成 



^ .. 
dt 卞 

~\/v z — t vx (yxv)~ — 

/ml 

(2.10) 

如果在方程两边取旋度，就得到 


g 

(VX X))], 

(2.1!) 


上式仅仅包含速度. 


有了运动方程，还需补充列出在流体界面上必须满足的边界 
条件.对于理想流体，边界条件显然指流体不能穿透固体表面. 
这意味着，如果界面处于静止，垂直于界面的流体速度分量必须为 
零，即 

v„ = 0 . ( 2 . 12 ) 

在运动界面的一般情形下，〜必须等于界面速度的相应分量. 

在两种互不混合的流体之间的边界上，边界条件为两种流体 
的压力和垂直于分界面的速度分量必须相同，并且每个垂直速度 
分量都必须等于界面速度的相应分量. 

正如在§ 1的开头就说过的，运动流体的状态被五个量——速 
度幻的三个分量，以及，譬如说， 压力 p 和密度/0 —确定.因此, 
流体动力学完备方程组的方程数必须是五个.对于理想流体，这 
些方程就是欧拉方程、连续方程和绝热方程. 

问 題 

写出关于变数 a 、 <的理想流体一维运动方程，其中 a (珎为拉擠朗日娈 


量 a ) 是流体质点在某一时刻 t = “ 的 X 坐标. 

解：在这些变数下，任一质点在任何时刻的 Z 坐标可看作£和它的初始 
时刻坐标 a 的 函数： a: = x(a, o . 于是，在流体元的运动过程中，质量守恒条 
件（连续方程)可写为或者 



p 0 ( fl ) 是给定的初始密度分布.根据定义，流体质点的速度是 
而导数(办给出质点在运动过程中的速度变化率.欧拉方程变为 


绝热方程则是 


(穽 乂 



♦ 



§3. 流体静力学 


对干均勻重力场中的静止流体，欧拉方程 （2. 4) 的形式为 


VP ^ Pg , (3.1) 

这个方程描述了流体的力学 平衡. （如果不存在外力，平衡方程就 
是 W 二0,即 々二 常数；流体中每一点的压力相同 .） 

如果可以假设流体的密度在整个体积中不变，也就是说，如果 
在外力作用下流体没有显著压缩，方程 (3.1) 就能直接积分.取名 
轴垂直向上，我们有 



因此 


卩二一 + 常数， 

如果静止流体在髙度 A 上有一自由面，在自由面的每一点上作用 


⑦必须说明，虽然这些变量通常称为拉格朗日变量，但是，欧拉在得出方程 
<2. S ) 的 同时， E 第一次得出这些变量下的运动方程. 



相同的外压力 A ， 则该自由面必为水平平面 2 = \根据 2 二办时 

P = Po 的条件，我们求得常数为 Po + P 9 ^ 所以 

p = p Q -\-pg(h — z), (3.2) 

对于非常大的液体团以及对于气体，密度 P —般不能假定为 

常数；这一点特别适用于气体(例如大气）.让我们假设流体不仅 
处于力学平衡而且也处于热平衡,于是，各点上的温度都相同.方 

程 (3.1) 可按下列步骤积分.利用熟知的热力学关系 

d<t>= —sdT -rVdp, 

其中， O 是单位质量流体的热力学势.当温度不变时， 


d^Vdp^. 

P 

由此看出，在这种情况下表达式 V ?/ p 可以写成▽少，从而平衡方 
程 (3.1) 有下列 形式： 

神 


当 g 是沿负2轴方向的一个常矢量时，我们有 

g=-V(gz). 


于是 


▽( 中 +㈣=0, 

由此，我们得出在整个流体中有 

O + M 二常数； （3.3) 

%是单位质量流体在重力场中的势能.由统计物理可知，条件 
(3. 3) 即为处于外力场中的体系达到热力学平衡的条件. 

这里，我们可以指出方程 (3.1) 的另一个简单结论.如果流体 
(如大气）在重力场中处于力学平衡，它的压力可以仅为高度 2 的 
函数（因为，如果同一高度不同点上的压力不同，则将引起运动）. 
于是，从 a 1) 式得出密度 



1 dp 
g dz 


(3.4) 



也只是 Z 的 函数. 而由压力和密度就可以确定温度，所以，温度也 
只是 Z 的函数.这样，对在重力场中达到力学平衡的流体，其压 
力、密度和温度分布仅仅依赖于髙度.比方说，如果同一髙度不同 
点上的温度不同，那么力学平衡是不可能的. 

最后，我们来推导非常大流体团(如恒星）的平衡方程，其中流 
体各部分是由于引力的吸引而结合在一起的.设4为流体引力场 
的牛顿引力势，它满足微分方程 


/\(j) AnGp, (3. 5) 

其中， G 为牛顿引力常数.引力加速度为一▽</>，所以作用在质量 P 
上的力就是一因此，平衡条件是 


两边同除以 P , 并同取散度，再利用方程 (3. 5)，就得到 


V * 



~ 4 jzGq. 


(3.6) 


必须强调指出，这里的讨论仅仅考虑了力学平衡，方程 （3. 6) 并不 
以存在完全的热平衡为前提. 

如果星体不是旋转的，当它处于平衡时将呈 球状; 并且，密度 
和压力分布也将是球对称的.因此，在球坐标中，方程 (3. 6) 的形 
式为 


丄！ 

V 2 dr 


r ! 

p 


dp\ 

dr/ 


— —4jr(7p. 


(3.7) 


§4. 不发生对流的条件 

流体可以处于力学平衡(即不出现宏观运动)而并不同时处于 
热平衡.即使流体中温度不是常数，作为力学平衡条件的方程 （3. 
1) 还是可以得到满 足的. 但是，由此却产生了关于这种平衡的稳 
定性 问题. 人们发现，只有当一定的条件得到满足时，平衡才是稳 



定的.否则，平衡就是不稳定的；而且，这种不稳定将导致流体的 
流动，促使流体混合，使得温度趋于均匀.这种运动称为对流.因 
此，力学平衡成为稳定的条件也就是不发生对流的条件，它可以 
用以下办法推导出来. 

考虑2髙度处的一个流体元，其比容为 P (?， S )， 和 S 是2 
髙度处的平衡压力和熵.假设该流体元经历了一个向上的绝热移 
动，通过一段小路程 I ;干是，它的比容变为其中 〆 是之+! 
高度处的压力.为了使平衡稳定，一个必要（虽然-般不是充分 
的）条件是，作用在流体元上的合力趋于使它回到原来位置.这意 
味着流体元必须比它在新位置上所“排出”的流体重一些.后者的 
比容是是 z + r 高度处的平熵.因此，我们有稳定 
性条件 

v(p\ 〆 ）一 F(〆 ， s)> 0 . 


将这一差值展成 s ^ s ^ ids / dz )^ 的幂级数，得到 


热力学公式给出 



i^L\ = ^V_\ 

V 35 / p Cp\9T ,/p 9 

其中心 为定压比热.心和 T 都是正数，因此, 
成 


(4.1) 

(4.1) 式可以写 

(4.2) 


绝大多数物质加热后膨胀，即 


(2V 

\dT 


> 0 . 


p 


因此，不发生对流的条件为 


ds 

dz 


>0 f 


(4-3) 



即嫡必须随高度而增加. 

由此，我们不难求得温度梯度 dT / dz 必须满足的 条件. 展开 
导数 ds/dz ， 有 


ds ds \ dT (’ds、、dp 
dz — 、37 \) P dz T dz 

^ d l >0 

~~ T dz \ 9 T ) v dz 

最后，由 （3. 4) 式将 

dV——[ 

dz V 

代入，我们得到 


AT ' 

~ dz ^ 



(4.4) 


如果温度随高度的增加而下降，并且温度梯度值超过 
(3 F /3 T ) P ，对流就可能发生. 

假如我们考虑一个完全气体的柱体的平衡，那么 

V\dT J P 9 

于是，稳定平衡的条件简化为 


dT 

dz 


>-总 

C p 


(4.5) 


§ 5. 伯努利方程 

在定常流的情况下，流体动力学方程可大为简化.所 谓定常 
流， 是指流体所占有空间的任何一点上，其速度不随时间变化的流 
动.换句话说， t 只是坐标的函数，因而 


干是，方程 (2. 10) 化为 
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^~Sjv 2 — e vx (Vx^) = -Sjw. (5.1) 

现在我们引进流线的槪念 • 流线是这样的一些曲线，线上任 

何一点的切向，给出了该点速度的 方向； 它们由下面的微分方程组 
确定： 



在定常流中，流线不随时间变化，并且和流体质点的迹线相一致. 
在非定常流中，这种一致性就不再 存在： 流线的切向给出了给定瞬 
时空间各点上流体质点速度的方向 ； 而迹线的切向则给出了给定 
流体质点在不同时刻的速度方向. 

将方程 （5. 1) 标乘以流线上每一点的切向单位矢量，这个单位 

矢量记作大家知道，梯度在任何方向的投影就是沿那个方向的 
方向 导数. 因此，▽⑴在 I 上的投影为 dwjdi , 矢量 I x (▽ x T ) 垂 

直于 A 所以，它在 f 方向的投影为零.于是，由方程 （5.1) 我们得 
到 





由此可知，+沪 4 ,沿流线为一常数: 


十出二常数 . （ 5.3) 

对于不同的流线，该常数一般取不间的值.方程 （5. 3) 称为伯努利 

方程. 

如果流动发生在重力场内，重力加速度 g 必须加到方程 （5.1) 
的 右边. 取重力方向作为2轴，并令向上时;3增大，那么, g 和^方 
向的夹角余弦就等于一 h /以. 从而， g 在〖上的投影就是 

dz 
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千是，我们就有 



因此，伯努利方程表明，沿一条流线 

+ 夕2二 常数. 


(5.4) 


§6. 能置通置 

我们选取空间中的某个固定流体元，并求包含在这个体元中 
的能量如何随时间变化.单位体积流体的能量是 


2 


pv 2 + pe ， 


其中，第一项是动能，第二项是内能， e 是单位质量流体的内能.这 
个能量的变化由偏导数 


3 

dt \ 2 


pv -r ps 


给出. 


为了计算这个量，我们可写出 


2 


1 2 I Pv 

9t\2 pV ^rY V 

或者，利用连续方程 (1. 2) 和运动方程 （2. 3)，有 


9/1 

dt \ Y pv 


^-V 2 SJ^ (p^ — ^V^SJp— pv- (X) •▽)%)• 

UJ 


在最后一项中用+幻 . v ” 2 代换幻•（幻•▽)%并用 p^/w — pTS/s ft 

换▽: P (利用热力学关系枷 =_+士办)， 得到 


9 

di 


1 、 1 

~pv 2 j = ——y 2 v (pv) 


# iy 


0 



/ 1 


tv 


pTv^s. 


为了变换导数 d ( pe )/9 t , 我们利用热力学关系 


de = Tds ~ pdV 二 Tds i 


% 


因为 


e 


£ 

P 


e pV 


就是单位质量流体的焓叫我们得到 


d ( pe ) — edp 4- pde — wdp ^pTds 


因此 


~(pe)^w—?.vy- (p 幻） —pTv-Sjs. 


这里，我们也利用了普遍的绝热方程 （2. 6). 

综合以上结果，我们求得能量的变化率为 


§ i {\ Pv2 + pe 


v 2 H ~- w ) V • ( px >) 


2 


一一，）， 

Li 


或者，最后写成 

9/1 

dt\Y 


/ ov 2 + — V 


pV / w 2 i w 


( 6 . 1 ) 


为了弄清楚这个方程的意义，我们将它对某个体积积分 


d 

di 


pv 2 4- pe )dV 


V 


P ^ l ~ v 2j { w ) \ dV , 


2 


或者，将右边的体积分转换为曲面积分，即 


d 

di 


pv 2 -h pe V = 一 O p 幻 + •忒 /• 


( 6 - 2 ) 


左边是某个给定体积中流体能量的变化率，所以右边的积分就是 

单位时间内流出该体积的能量.由此可见，表达式 
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(6.3) 


玎以称为能量通量密度矢量，其数值为单位时间内通过垂直于速 
度方向的单位面积的能量. 

表达式 (6. 3) 表明，任何单位质量的流体在运动期间携带着 


的能量, 


这里出现焓 w 而不是内能6这一事实具有明 


显的物理 意义： 代入 



P 


可以将通过一个封闭曲面的能量通量巧为 


—(p pv 





— opv^df. 


第一项是黾位时间内被流体物质携带通过曲面的能量（动能和内 
能），第二项是作用在曲面内部流体上的压力所做的功. 


§ 7. 动量通量 


我们来对流体动量作类似的讨论.单位体积流体的动量是 
pi， 现在来确定它的变化率 d ( pv )/ 9 t , 使用张量符号①，我们 f/ 





dt 


Vi 


利用连续方程 a 2)( 将 W(pxO 写成々的形式) 


①拉丁字母下标 i ， fc ， …取值1，2,3,分别对应于矢量和张量沿 a y ， 2轴的分 
量.我们将把 + + 儿山良类型的和，省去求和符号而简写为 

▲&的 形式.在所有包含矢量或张量的乘积中，也将采用类似的 处理： 当一个拉丁 
字母下标在任何一项中出现两次时，总是理解为对所有1，2,3的值求和.这种下标有 
时称为 哑标. 在使用哑标时，应当记住，任何一对这样的下标可以用任何其它一对相 
同的字母来替换，因为下标总要取遍所有可能的值，所以，用什么样的下标符号显然不 
影响其和值， 
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dp ^ d ( pVk ) 
dt 9x k 

和下列形式的欧拉方程 

包 = — h 也 —丄及 

di P 9xi 

我们得到 


(7.1) 

(7.2) 

这个张量显然是对称的. 

为了阐明张量的意义，将方程 (7.1) 对某个体积进行积 
分，即 

M ^ dV —\ 3 ~ tr dV ' 

右边的积分用格林公式变换为曲面积分②： 

① 6^表示单位张董，即当 i = 时分置为1、当 i 尹时分量为零的张量.显然， 
d ik A k ^ A iy 其中山为任何矢量，与此类似，如果 Jh 为二阶张量，我们有关系式 
SutAki = A%u dikAik = An 等等 • 

② 将一个封闭曲面积分变换为一个以该曲面为界面的体积上的积分，其规则可 
以陈述如下. • 面元 d /, ‘必须以算符代换，也就是将这个算符作用到整个被积 


9 1 o'X ^ 3iT j oX^ 


df 9 


dx x dx 


( pViV k ) 


把右边第一项写成如下形式 ® 


9x ； 


6 


2 jl 


从而最后得到 


9 

di 


( pv { ) 


9 U 


dx 


其中张量 n £i: 定义为 


n i i i k + Piv 泌亀 


函数上. 
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~ pVidV — — o Hi k^f (7.3) 

左边是所讨论的体积内第 i 个动量分量的变化率.因此，右 
边的曲面积分就是单位时间内通过界面流出的动量数值.从而， 
fcd / fc 为流过面元灯的第 i 个动量分量.如果将 d / fc 写成 n k df 
的形式，其中灯是面元的面积， n 是沿外法向的单位矢量，我们就 
发现， n t - k n k 是第 i 个动量分量通过单位表面积的 通量. 可以指 
出，按照 (7. 2) 式 


nuWfc 二 ^pViV k n k . 

这个表达式能够写成矢量形式 

pn pv ( v * n ). (7.4) 

因此， ri ^ 是单位时间内流过垂直于 心轴的 单位面积的第 z 
个动量分量.张量称为动置通量密度 张量. 能量为一标量， 
能量通量由一矢量确定；然而，动量通量却要由一个二阶张量确 
定，因为动量本身为一矢量. 

矢量 (7.4) 给出了 n 方向的动量通量，即通过垂直于 n 的表 
面的动量通量.特別是，取 n 的方向平行于流体速度，我们就发现， 
在这个方向上只输运动量的纵向分量，且其通量密度为 P + pV . 
而在垂直于速度的方向上，只输运动量（相对于的横向分量，它 
的通量密度就是 

§8. 环量守恒 

沿某个封闭曲线的积分 

m 

r 二 ov^di 

称为绕该曲线 的速度环置. 

现考察某时刻在流体中画出的一条封闭曲线.我们想象它是 
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一条“流体周线”，即它是由此时处于该周线上的流体质点所组成 
的.在时间过程中，这些质点改变其位置,所以周线也随着它们改 
变位置.我们来研究速度环量将发生什么样的变化.换句话说，我 
们来计算时间导数 

d r 

~OV*dL 
(tt ^ 

因为我们是求运动着的“流体周线”上速度环量的变化，而不是求 
空间固定周线上速度环量的变化，所以这里我们把它写成为对时 
间的全导数. 

为了避免混淆，我们暂且将对坐标的微分用符号6表示，而将 
符号^留着表示对时间的微分.其次我们指出，周线的线元说可以 


写成线元两端点矢径 t •的差 dr . 因此,我们可将速度环量写作 (f ^ 

dr . 当对时间微分此积分时，必须牢记，不仅速度，而且周线本身 
(即它的形状)也是变化的.所以，在积分号下取微分时，我们不仅 
必须微分％而且也要微分 



(b 




dv 

dt 


•<5 r + cbx >- 


ddr 

dt 


因为速度 t 正好是矢径 r 的时间导数，我们有 



然而，全微分在一条封闭曲线上积分为零;所以，第二个积分为零， 
结果剩下 


d 

It 


\Ju r, 

-ttO 二 


d^v 

dt 


Sr. 


现在，尚须用方程 (2. 9) 的表达式 


dv 

dt 


— — 


来代替加速度 dm / 也，利用斯托克斯公式$并由于 ▽>< ( VuOeO , 
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即有 




dv 

dt 


• ^5?" — 



V 


dv 

dt 


Sf = 0. 


于是，回到前面的符号，就得到① 


7 

—-0 V 9 di—0 
dt J 




或者 


常数. 


( 8 . 1 ) 


因此,我们得出 结论： 在理想流体中，绕一封闭“流体”周线的 
速度环量不随时间变化 (开尔芬定理或环量守恒定律）. 

必须强调指出，这一结果是用 （2. 9) 形式的欧拉方程求得的， 
因此,它包含流动为等熵流这一假设.对于非等熵流，该定理不成 
立② • 


§9. 势流 

由环量守恒定律，可以导出一个重要的结果，我们首先假设 
流动是定常的，并考虑一条已知其某点(涡量）为零的流 
线.我们在该点近旁画一条任意的包围流线的无穷小封闭曲线.根 
据斯托克斯定理，沿任何无穷小周线的环量等于 VXX ) 4/，其中 
df 为此周线所围的面元.因为现在所考虑的周线位于点的 
近旁，所以沿此周线的速度环量为零.随着时间的推移，此周线随 
流体一起运动，但总是保持无穷小，且依然环绕同一流线.于是， 
由于速度环量必须保持为一常数（这里为零），在这条流线上 w — 
定处处为零. 


① 此结果在均勻重力场中仍然正确，因为此情况下 VXg 在 0. 

② 数学上，在|>和/0之间必需存在一一对应关系[对于等熵流，即 S ( p ， p ) 二常 
数丄 此时， 一（ l / p ) V 2> 可以写成某个函数的梯度.这个结果是推导开尔芬定理所必 
需的, 
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这样，我们得到 结论： 如果流线上任一点0 = 0,则在此流线的 
所有点上， m 也为零.假使流动为非定常的，这一结论依然成立， 
只是必须用由某个特定的流体质点在时间过程中画出的迹线来代 
替流线①.我们知道，在非定常流中，迹线和流线一般是不重合 
的. 

初看起来，这一结论似乎可作为以下推理的基础.我们来考 
虑某物体的定常绕流.设来流在无穷远处是均匀的，来流速度 t 
为一常数；因此，无穷远处所有流线上的于是，我们就可以 
断定，沿所有流线，即在整个空间， M 等于零. 

整个空间内 = 0 的流动称为势流或无旋流.反之，涡量不 
处处为零的流动称为有旋流.因此，我们可以得出 结论: 若来流在 
无穷远处是均匀的，则它对任何物体的定常绕流必定是势流. 

与此相仿，由环量守恒定律，我们似乎还可以作如下推 理：假 
设某一瞬时整个流体内都是势流，则沿流体中任何封闭曲线的速 
度环量为零②.按开尔芬定理，我们就能断言，这种情形在以后的 
任何时刻将保持不变.也就是说,我们将 得出： 只要流动在某一时 
刻为势流，它将在以后任何时刻都是势流(特别是，任何开始于静 
止状态的流动必为势流).这与下述事实是一致的，即如果 = 
方程 (2. 11) 总是满足的. 

然而事实上，所有这些结论都有很大的局限性.原因是，上面 
关于沿整个流线仿二0的证明，严格说来，对于绕流物体表面上的 
流线是不正确的，因为物体表面的存在使我们无法在流体中作出 


① 为避免误解，我们要指出这个结论在湍流中是没有意义的（参看第三章).还 
应注意，当流线上有激波通过时,可以产生非零的涡量.以后将会知道，这是因为那种 
流动已不再是等熵流,故不能导出环量守恒定律 (§ 106 ). 

② 这里为简单起见，我们假设流体充满空间的一个单连通区域.对多连通域, 
也可以得到同样的最后结论，但必须在推导中对周线的选择加上一些限制条件. 
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一条环绕这种流线的封闭曲线.因此，理想流体运动方程允许有 
这样 的解: 在物体表面上发生所谓 分离， 即曾在一段距离上贴物面 
而过的流线，从某点幵始和物面分离，进人到流体内部.所得到的 
流动图象其特征为，存在一^个由物体表面延伸出去的“切向间断 
面”，在这个面上，流体的速度处处和该曲面相切，并在它上面出现 
一个间断.换句话说，沿着切向 
间断面， 一 层流体在另一层流体 
上面“滑移”.图1表示了一个间 
断面，它将运动流体和物体后方 
的滞止流体区域分开.从数学的 
观点看，切向速度分量的间断面 
相当干一个涡量不为零的曲面①. 

如果把这类间断流包括在内， 

唯 一的： 除了一个连续流解以外,还允许有无限多个具有切向间断 
面的解，这些间断面可以从绕流物面上任何一条预定的曲线上开 
始延伸 出去. 但必须强调指出的是,这样的间断解没有一个在物理 
上具有重要意义，因为切向间断完全是不稳定的.因此事实上，这 
种流动将变为湍流（参看第三章)， 

绕给定物体流动的实际物理问题当然有唯一解，理由是，事实 
上并不存在理想 流体. 任何真实流体总有一定的粘性，虽然也许 
很小.这种粘性对大部分流体的运动实际上可以没有什么影响， 
但无论粘性多么小，在紧贴物体的薄薄一层流体内，它将会起重要 
作用.这种边界层内的流动性质，决定了如何从理想流体运动方 
程的无限多个解当中挑选一个适当的解.不过人们发现，在任意 
形状物体绕流的一般情况下，分离流解是不能采 用的； 因为，如果 

■■■■-■ I I I ■ I 

① 事实上 ，在理想流体运动中，此处的涡 量为无限大， 故切向间断面也称涡面 
一中译者生. 



理想流体运动方程的解就不是 


^ 21 


0 




出现分离，势必导致湍流. 

尽管有上述情况，对连续定常有势绕流，研究其运动方程的解 
在某些情况下还是有意义的.虽然在任意形状物体绕流的一般情 
况下，真实流动图象和势流图象几乎毫不 相干； 但是，对于某些特 


殊形状的物体（“流线形物体 


§46)，真实流动和势流却可以 


相差甚微.更确切地说，除了物面上薄薄一层流体和物体后方 
比较狭窄的“尾流”区以外,流动是势流. 

势流的另一个重要实例是淹没在流体中的物体作微振动时 
发生的情况.容易证明，如果振动的幅度 a 远小于物体的线度 
Z («《0, 物体的绕流将为势流.为了证明这一点，我们估计一下欧 
拉方程 


dv 

~2t 


+ V )^ 


sjw 


中各项的数量级. 

当通过的距离具有物体线尺度 z 的量级时，流体速度 r 发生 
显著的变化（变化量和物体振动速度 w 为同一数量级).因此，速 
度 t 对坐标的导数的量级为 u / l , 速度^本身的数量级(在与物体 
相距很小的范围内）则决定于 U 的大小，从而我们有 

导数31/以的数量级为0)2/，这里0>是振动的频率.因为 


则有 


于是，由不等式 


dv 

^21 
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可以知道远小于 21/ 以，因此可略去 不计. 这样，流体的 
运动方程就变为 


9 ^ 

Ji 




在方程两边取旋度，我们得到 

^-( Vx ^)=0, B (] = 常数. 


但在振动中速度的时间平均值为零，所以 ， vxr = 常数也就意味 
着 

« 

V x X) = 0. 

因此，作为一次近似，进行小振动的流体运动是势流. 

现在，可以得到势流的某些一般性质.我们首先回想一下，环量 
守恒定律的推导及其全部推论都是建立在等熵流假设的基础上 
的.如果流动不是等熵的，该定律就不成立.因而，即使某一时刻 
存在势流，在以后的时刻涡量一般也不为零.所以，事实上只有等 
熵流才能是势流. 

按照斯托克斯定理 


J) v-dl— I V X v• df f 

其中，右边的积分域是以所讨论曲线为周界的曲面.从而得知，势 
流中任何封闭曲线上的速度环量都 是零： 

Ov.dl = Q. (9, 1) 

特别是，由此可以推断在势流中不可能存在闭合的流线①.因为， 
既然流线上每一点的切向，就是该点速度的方向，那么沿这种曲线 


①这一结论如同 d 1) 式一样，对多连通空间域内的运动可能是不正确的.如果 
计算环量的封闭曲线不越过区域边界就不可能缩至一点，则在这个区域内的势流中, 
速度环量可以不为零. 
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的环量决不为零. 

有旋运动中，速度的环量通常不力零.在此情况下，可以存在 
闭合的流线.但是，必须强调指出，闭合流线的存在并不是有旋运 
动的必要性质. 

和任何无旋的矢量场一样，势流中的速度可以表示为某个标 
量的梯度，这个标量称为速 度势， 记作0: 

X ’ = ▽必. (9, 2) 

写出 （2. 10) 形式的欧拉方程 

癸+全 V ” 2 — rx (vxw ) 二一 

并以^ = V 0 代入，我们釭 

v (l7 + l l，2 + M； ) = 0> 

由此得 

| i + ^ 4 tr -/(0, (9.3) 


这里，/(0是时间的任意函数.这个等式是勢流方程的一个初积 
分.等式 (9. 3) 中的函数 f ( t ) 可以为零而不致失去普 遍性； 因为 
既然速度是4的空间导数，我们就可以在0上加任何一个时间的 

函数.以 ♦作⑴ dt 代替命，得等式 （a 3) 的右边为零. 


对于定常运动，我们有（使势函数4与时间无关) 


势二0, /(◦ = 常数, 


于是， （9. 3) 式就变为伯努利方程 



2 




W 二 常数. 


(9-4) 


这里要强调的是，势流的伯努利方程和其它流动的伯努利方程有 
一个重大 差别： 在一般情况下，右边的“常数”沿任一给定流线不 
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变 V 但对不 ㈣ 的流 线为不 N 的值; 而 在势流中，它对整个流体而言 
都是不变的.这一点提髙了伯努利方程在势流研究中的重要性. 


§ 10. 不可压缩流体 

在许多液体流动(也有些气体流动）的情况下，可假设流体的 
密度是不变的，就是说，可以设它在整个流体空间和在整个流动过 
程中为-常数.换言之，在这种情况 K , 流体不存在 M 著的压缩或 
膨胀.我们称之为 不可压 缩流. 

对于不可版缩流体，流体动力学的一般方程组可以大大简化. 
的确，果我们令 P 二常数，欧拉方程没有什么改变，只是方程 （2. 
4) 中的 p 可以放到梯度算符下 面： 

+ = + ^ ( 10 . 1 ) 
但是另一方面，当 P 为常数时,连续方程取以下简单的 形式： 

▽ •幻 = 0. (10. 2) 

既然密度不再象一般情况那样是一个未知函数，不可压缩流 
体的流体动力学基本方程组就可以化为只含速度变量的方程组. 
这个方程组就是连续方程 （10. 2) 加上方程 （2.11): 

—( Vxx?)=vx [幻 x ( vxw )]. (10. 3) 

对于不可压缩流体，伯努利方程可以写成更简单的形式.方 
程 （10. 1) 和一般的欧拉方程 （2. 9) 不同之处在于它用 V (>/ p ) 替 
换了 Vw . 因此，我们只要将 p / p 代替（5. 4 )式中的焓，就可直接 
写出伯努利方程 

+ % = 常数. (10.4) 

乙 P 

对于不可压缩流体，我们还可将能量通量表达式 (6. 3) 中的 w 
以 WP 代替，就变为 
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(10.5) 



这是因为，由熟知的热力学关系，我们有内能变化的表达式 

de-^Tds~pdV; 


而当 


S 二常数和 丄=常数 

P 

时，就有 

h 二0，即 e 二常数. 

由于能量表达式中的常数项是无关紧要的，所以我们可以在 


w =e~h — 

P 

中略去匕 

不可压缩流体势流的方程特别简单.如果 Vx r 二0,方程 （10. 
3) 自然满足.作代换^ = \^,方程(10.2)就变成 

A 泠= 0， （10. 6) 

也就是关于速度势4的拉普拉斯方程①.此方程还须加上流体与 
固体接触面处的边界 条件: 在静止的固体表面上，垂直于物面的流 
体速度分量…必须为零;对运动着的固体表面，〜则必须等于表面 
运动速度的法向分量（是时间的给定函数）.而速 度〜又 等于速 
度势4的法向导 数:〜 =36/^. 因此，一般的边界条件为，边界 
上的 d ( f >/ dn 是坐标和时间的给定函数. 

对于势流，速度和压力由方程 (9. 3) 相联系.在不可压缩流体 
中，这个方程里的 w 可用 p / p 代换： 

替+音” 2 +吾=/(0. (10.7) 


①速度势多是欧拉第一次引入的，他得到了 （10.6) 形式的方程，这种方程后来 
被称为拉普拉斯方程 • 
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这里我们可以指出，不可 ffi 缩流体的势流具有下述重要性质.设 
有一固体穿过流体而运动，如果结果产生势流，则任何时刻的流动 
只取决于运动物体在该时刻的速度，而与，譬如说，它的加速度无 
关.这是因为，方程 (10. 6) 不显含时间，时间只能通过边界条件进 
入解式，而边界条件又只含运动 
物体的速度. 

由伯努利方程 

4- v 2 +1 =常数， 

^ f) 

我们 看出： 在不可压缩流体的定 
常流中（不考虑重力场)，最大压 图 2 

力出现在速度为零的点上，这种点通常是在绕流物体的表面上(如 
图2中的0点)，它称为驻点.如果 u 是来流速度（即无穷远处的 
流体速度），九是无穷远处的压力，驻点的压力即为 

?max ~ (10. 8) 



假如 fe 动流体的速度分布仅决定于两个坐标(比方说,: r 和 y )， 
并且速度处处平行于 q 平面，这种流动叫做二维流或平面流，为 
了解不可压缩流体的二维流问题，有时用所谓流函数来表示速度 


更为方便.由连续方程 


我们看出速度分量可以写成某个函数 y ) 的导数 



(10.9) 


就称为流函数.这样，连续方程将自动地满足.将 （10. 9) 
代 A 方程 (10. 3)，我们就得到流函数必须满足的方程 


d 

dt 


A 令 




0 


( 10 . 10 ) 
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如果我们知道了流函数，就能直接确定出定常流中的流线形状•(二 
维流的）流线微分方程是 

㉟ 或 Vydx -~ v x dy = Q ; 

^ X ” y 

它表示流线的切线方向即为速度方向.以 （10. 9) 式代入即有 


|^+|^ r ，= 0 . 


由此 

0二常数. 

于是，流线就是令流函数等于任意常数所得到的曲线族. 

假使我们在 W 平面上的两点4和 B 之间引一条曲线，则通过 
该曲线的质量通量 Q 可由这两点上流函数之差给出，而与曲线的 
形状无关.因为，如果％是曲线上任一点的法向速度分量，我们 
有 

rs CB 

Q^P] V n dl = p ( — Vydx + V x dy) = p d 呤， 

J -A J A- • A 

或者 

Q ~ 一 a )* 、 （10.11) 

现在有一些有效的方法可以解决不可压缩流体绕流各种剖面 
形状物体的二维势流问题，它们涉及到复变函数论的应用①.这 
些方法的基本点如下，速度势、流函数和速度分量之间的关系为 

而4和於的导数之间的这些关系，正好是数学上所熟知的柯西- 
黎曼条件，它使复函数 


①下面两部著作中，有关于这些方法及其应用的较详细 说明： H.E.Koxnrn ， H. 
A. Kn6e.iL, 1L B- Po3e ； TeopemunecKOJi rudpOMexauuKa, 1 MocKBa, 1948( 柯钦， 

基別里，罗兹著， 《 理论流体力学 》 ，啓俊等译，高等教育出版社， 1956)jXH.CeA0B, 
U^oc%ue 3adauu ludpodunajnmu u aspomuuaMmUy MocKBa, 1950 。 
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成为复变量 


w = <fi + i 寸 


(10. 12) 


z 二 x + iy 

的解析函数.这就表示，函数沈(幻处处有完全确定的导数 

函数祕称为复势，心称为复速度.复速度的摸和幅角给出了 
速度的大小^以及速度方向与^轴之间的夹角汐 

(10. 14) 
dz 

在流体沿之流动的固体表面上，速度必须沿切线方向.就赴 
说，表面轮廓线必须是一条流线，亦即沿表面有 

常数， 

常数可以取为零.因而，给定边界曲线的绕流问题就归结为，确定 
一个解析函数 W ( z ) 使它在边界上取实数值.当流体有自由表面 
时，问题的表述要更复杂一些，本节的问题9提供了一个例子. 

众所周知，解析函数沿一条封闭曲线 C 的积分，等于该函数在 
曲线 C 内所有单极点上残数之和的 2 W 倍.因此 

Oiv f dz — 2jri^^A kf 

其中，4为复速度的残数，还有 


()vo dz — 0{v x — iv y ) (dx \ idy) 


= J) ( v x dx + Vydy) -f i O (v x dy — v y dx). 

上式的实数部分正好是沿曲线 c 的速度环量 r ， 而虚数部分乘以 
p 就是通过曲线 c 的质量通量.如果曲线内没苻流体的源，则这 
个通量为零，于是显然有下列关系 

r = 27 Ti ^]^； (10. 15) 

h 
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在这种情形下，所有的残数为纯虚数. 

最后，我们研究一下流体可以看作不可压缩流体的条件.当 
压力绝热地变化一个值时，密度变化 

AP= (lf") 8 A? ' 

然而，根据伯努利方程，定常流中的数量级为 P 〃 2 . 因此有， 

知〜 (努:)/’ 

在§ 63中，我们将证明，导数(办 /3 p ) s 是流体中声速 c 的平方，于 
是 

C 

如果 Ap / p 《 l ， 流体就可作为不可压缩的.所以我们可以看出， 
不可压缩流的一个必要条件为，流体速度应当远小于声速，即 

v<c. ( 10 . 16 ) 

但是，这个条件只在定常流动中才是充分的.在非定常流中， 
还有另外一个条件必须满足.设 r 和 Z 为某种(特征）时间和(特 
征)长度，它们的量级就是流体速度发生显著变化所经过的时间和 
距离的量级.又若欧拉方程中和 （1// OV ? 两项的数量级 
相当，于是在量级上我们就得到 

或者 心〜^ , 

r L p x 

而 p 的相应变化则是 

知〜与 

TC 

现在比较连续方程中和 pshv 两项，我们就得到导数 
3/>/以可以略去不计(即可设 p 为常数）的条件为 
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或者 

(10. 17) 
c 

如果条件 （10. 16) 和 （10. 17) 同时满足，流体即可看作不可压 
缩流体.条件 do . 17) 有一个明显的意义:声音讯号移动距离 r 所 
需的时间 〖/ c 必须远远小于流动发生显著变化所需要的时间 
这样,流体内相互作用的传播才可认为是瞬间实现的. 



问题 1. 设圆柱容器以恒角速度 D 绕它的(铅垂）轴旋转，试确定该容器 
内受重力场作用的不可压缩流体的表面形状. 

解： 取圆柱軸作为 z 軸，因此、 =—= 连续方程自然 

满足，而欧拉方程 （10.1) 可写为 






1 9p 

p "^T 1 


上 3>i 

p 9z 


+g 


这些方程的通积分是 


f 令 ㈣ 2 ) -卞+常数 • 


在自由面上常数，所以表面为一拋物面 

z^^QKx 2 +y z ). 

原点取在表面的最低点. 

问题 2. 设在不可压缩理想流体中，有一半径为 及的球 以速度 u 运动， 
试确定绕球运动流体的势流. 

解: 无穷远处流体的速度必须为零.如所周知,拉普拉斯方程 = O 在 
无穷远处为零的解，是 1/ t •和 1/ r 对坐标的各阶偏导数（原点取在球心).考 
虑到球的完全对称性，解式中只能出现一个常矢量，即速度并且，由于拉 
普拉斯方程和边界条件都是线性的，《必须线性地包含 u . 而能由 a 和 1 /r 
的各阶导数构成的唯一标量是标积 < fV ( l / r ). 所以，我们求得必的形式为 



• 3 / 


m 



共中， n 是 r 方向的单位矢量.由边界条伴，即速度和 u 在球面上的法向分 
量必须相等，也就是， r 二时有 = 可以确定常矢量 A . 这个条件给 


出因此 




由方程 （10.7) 可求出压力 分布： 

其中， P 。 为无穷远处的压力.为了计算导数叫 / A , 必须记住原点（我们巳经 
将它取在球的中心）是以速度《运动的.所以 


菩 = i^)， 6 - U ， V 小， 


球面上的压力分布由公式 

? = Po + -^-Pm 2 (9cos 2 0 — 5) - \-^pRn .呈 

给出，这里6> 是《与《之间的夹角. 

问题 3. 问题与题2相同，但改设有一无限长圆柱垂直于自身的軸运 

动①. 

解： 流动与轴向坐标无关，所以，我们应当解二维拉普拉斯方程.在无 
穷远处为零的解是 lnr 对坐标的一阶和髙阶导数，这里 r 是垂直于圆柱轴的 
矢量半径.我们得到形如 


( f >~ A . ♦ Vlnr = 

的解，并由边界条件求得所以 


A*n 


(f> = — —u v = ~\^2n (a # n) 一 u] 


柱面上的压力由公式 


f — Po~\-^-pu z (Icos 1 ^ — 3) 4 - 


①绕椭球和椭圆柱势流这类更一般问题的解可以在下面的书中 找到： H. E. 
Ko^ihh, H. A. I{H6ejn>, H.B.P03e. TeopemuuecKaA tudpoMexaHUKaj 1 ， 265, 355 

Moci^a 1948 ( 柯钦，基别里，罗兹，《理论流泳力学》曹俊等译，髙等教宵出版社， 
1956 ); H, Lamb ， Hydrodynamics ， 6th ed. ， § 103 —116， Cambridge 1932. 
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给出. 

问是 i 4 . 试确定以角速度 Q 绕主轴旋转的橢球容器中不可压缩理想流 
体的势流，并求出流体的总角动量. 

解：我们 ft 给定 的时刻 沿椭球的轴取一笛卡儿坐标 A H 2軸为旋转 
轴，容器内任意点的速度为 

u ~ U Xr 

因此，边界条件 v n = d+jdn = u n 为 

- (xn y — yn x ) , 

或者,利用椭球方程 

, y 2 丄之 2 —飞 

可得 

± 妙一 — xvQ f 丄一丄、 

a 2 9x^b 2 9y 十 c 2 9z ' JU U 2 a 2 )， 

满足此边界条件的拉普拉斯方程的解是 


容器中流体的角动量为 


< f>~Q 


a ^ b 2 

a 2 十 6 2 


ay 


(l) 


M^p\ (xv y — yv x )dV. 

4 

在整个椭球体积 F 上积分，我们有 


心 ¥ 


(a 2 -6 2 ) 2 
a 2 +6 2 


公式 (1) 给出了流体相对于 H 2 轴瞬时位置的绝对运动，这些轴是间 
连在旋转容器 上的. 从绝对速度中减去速度 QX > •得到相对于容器（即相对 
于旋转坐标系 A % 2 )的运动，流体的相对速度记为 l / ，我们有 


V 



9<f> 


9x 


yQ 


2 Qa 2 

a ^+ b 2 ^ 


v 



2Qb 2 

a 2 + b^ X 



求方程组 

的积分，得到相对运动的迹线， 


即 
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4+铃= 常数， 

a ?r 

它们和边界椭圆形状相似. 

问题 5. 试确定驻点附近的流动（图2〉. 

解: 驻点附近物体表而的一小部分可以看成平面，我们把它取为叫平 
面.将多对小量 A % 2展开，保留到-:阶项，我们有 

4> ~ axby A- cz^Ax z ^-B^ z - i rCz 1 + Dxy + Eyz + Fzx ； 

4> 中的常数项是可有可无的.使 4 满足方程 A 0 = O 和边界条件就可以定出 
常系数；这 M 的边界条件是：对2 = 0和所有的; r ， 〜 = = 对工= 

没= 2 = 驻点），30/打= 叫 /办= 0,由此得出 

a — b~c = 0 ； C ~— A 一 B, E — F ~ 0. 

适:与地旋转 z 和夕軸，总可以消去项.因此，我们有 

<j> — Ax 2 By 1 — z z . ( 1 ) 

如果流动对于 z 轴是轴对称的(绕旋成体的轴对称流)，必须有4 =石，从 
而 

<j> = A(x l -]-y l —2z 1 '), 

速度分量是 

V x ― = 2y4.«J7, v y —- 2^/1 罗， Vjj =5= ™"~ A As* 

流线由方程 (5.2) 给出，由该方程我们求得 

x 2 之 = Ci y z C 2 f 

即流线是三次双曲线. 

如果沿 y 方向为均匀流动(例如，沿2方向的来流绕流一圆柱体，柱轴为 
夕方向）， （1) 式中须有 B = 0, 因此， 

(/> = A (x 2 一 z 2 ). 

流线是双曲线 

= 常数. 

问韪 6. 试确定两个平面的交角附近的势流. 

解： 在(垂直于交线的）横截面内，取极坐标 r ，6?， 原点位于交角顶点，0 
从角形的一边量起 • 设交角为 a 弧度，对 or < jr ， 流动发生在角形的 内部； 对 
a > A 流动则在其外部.法向速度为零的边界条件表明，当0=0和 = a 
时，9小/如= 0. 满足这些条件的拉普拉斯方程的解可以写成① 


①因为 r 是一小置，我们取含 t 的最低正幂次的解, 
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S ^ Ar^eos ( n9 ) ? n =—, 

a 


因此 


v r — nAr n ^ 1 cos (nO)^ v $ = ~ nAr n sin ( nO ). 

对于 n < l ( 角形的外部 流动； 图3)，原点处〜按 1,/ r 1 ^ 的方式变为无限大, 
对于 n>l( 角形的内部流动；图 4 )， 当 r==0 时，、变为零. 




图4 


流函数是妒 =4 r n sinw 0， 它给出流线的形状.上面得到的0和垆的表达 
式是复势 w = Az n 的实部和虚部. 

问题 7. 假设在充满全空间的不可压缩流体中，突然形成一个半径为 a 
的球形空穴.试确定流体充满空六所需要的时间（瑞利1917年提出）. 

解： 空穴形成后的流动是球对称的，每一点的速度均指向空穴中心.因 
为径向速度^=^<0,我们得到球坐标的欧拉方程为 


连续方程为 



( 1 ) 


r 2 v = F ( t ) (2) 

这里， F ( t ) 是时间的任意函数.此方程表示这一 事实： 因为流体是不可压 
缩的，流过任一球面的流体体积与球面的半径无关. 

将 （2) 式中的 u 代入 （1) 式，我们有 

F f ( t ) 丄 9v 1 9p 

r 1 9r p dr 


将此方程对 r 积分，从空穴的瞬时半径 R = R ( t )< a 积到无穷，就得到 
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F ^\ v ^ 


(3) 


其中，是空六半径的变化速率，而是无穷远处的 压力； 无穷 
远处流体速度为零，空穴表面上的压力也为零.对于空穴表面上的点，由方 
程 (2) 我们求得 


F(t) •二 R z (t)V (t )， 


把厂 U ) 的这个表达式代人 （3) 式，得到方程 


1 W 2 p 0 
2 2 dR p 

由边 界条泮 ^ = 7 = 0 ( 流体…开始此于靜[丨:） ， 积分后有 



于是，我们得到流体充满空六所霜的总时间为 


r _ /3 pp dR 
这个积分可 化为# 函数，最后得出 



F (5/ G ) 
I 7 ( 1 / 3) 


= 0,915o 




问题 8. 设浸没在不可压缩流体屮的球按给定的规律 = 膨胀，试 

确定球表面的 f 丘力. 


解： 设所求压力为 PU ). 除了 r = /? 处的压力是 / >(<) 而不是零以外， 
本题的计算与问题 7 的计算完全类似 . 将上题中的 （ 3 ) 式改写为方程 

_ ^_SAL\ 丄 y 2 ~ ? o— t ( J2 _ 

及丁 2 p p ， 


相应地也可得到代替 (4) 的方程为 


Vo~P(t) 

P 




记住 V ^ dRjdt ， 我们可以把 Pit) 的表达式写成以下 形式: 


尸 ⑴=? 0 4 — P 


d 2 ( R ^) 
di 1 


dR 

At 


问题 9. 试确定由平面固壁上无限长缝隙射出的射流形状. 

解： 令固璧沿邛 平面 上的: r 轴，缝隙孔宽即为该轴上的线段 一 a /2 <：r 
< a /2, 流体充满 y > Q 的半 乎 面，远离固壁处 ( r >^ o ) 流体速度为零，此处压 
力假定为》0。 



在射流的自由面上（图中的和)，压力而根据泊努利 
方程速度为一恒 值巧二 固壁线是流线，并且延伸到射流的自由边 
界.设线上妒为零，于是线上 i ) 二 一 QlP , 这里足流 
体进入射流的流率（^， A 是无穷远处的射流宽度和速度 ).沿谓和 
ifC ', 速度势0都是由一⑺变化到 + co ; 设 B 和 K 处4 为零， 因此，在 
复变量 w 的平面上，流动区域为一宽度为 Q / P 的无限长条（图紐)•（图56, 


c ， d 中的点是与图 5 a 中的点对应地标注的 .） 




© 



(d) 



我们引入…个新的 fi 变見即复速度的对数 


^ — ll) 




( 1 ) 


这里，仏^^是射流在无穷远处的复速度.在上，有6>二0;在上， 
61= — 々在丑 c 和 B ' cr 上， ^ = 而在无穷远处的射流中 J 二 一 Jt /2®. 所以， 

在复变量 〈的平 面内，流动区域是右半平面内宽度为 M 的一个半无限长条 
(图 5 C ). 如果现在能找到一个保角变换，将 w 平而内的长条变换为 C 平而 
内的半长条（各点的对应关系如图5所示），我们就可把《；作为 ck ；/ 心的函 


① 英文本原图 5(6) 和 （ c ) 标注有误，现已改芷.——中译者注. 

② 原著和英译本此处为 e - jr /2, 负号是中译者加的. 
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数求出，于是 W 就可通过简单的求积得到. 

为了得到所需要的变换，我们进一步引进一个辅助复变量化使《平面 
内的流动区域为上半平面， 点 _ B r 对应于 M=±1， 点 c 和 cr 对应于 
0, 无穷远点 A 和 A 对应于①（图 5 d ). 将《平面的上半平面变换为故 
平面内一长条区域的保角变换给出了 w 对这个辅助变量的依赖关系.按照上 
述的点对应关系，这一变换是 

—— 2_lnu- (2) 

pit 

为了得到 （对 《的依赖关系，我们应当找一个将 S 平面内的半长条区域变换 
为上半个 M 平面的保角变换.将此半长条域看成一个顶点在无穷远处的三 
角形，我们可以借助熟知的许瓦兹-克里斯托弗 （Schwarz-Christoffel) 公 

式得到所需的变换；它就是 

— tarcsintt. (3) 

公式 (2) 和(3>给出问题的解，因为它们提供了 rfMVA 和 w 之间参数形式的 
依赖关系. 

现在我们来确定射流的形状.在 BC 上，我们有《;=么 ^^ i ( jt /2 + 9 )i 
同时， 《从1 变到 0. 由 （2) 和 (3) 我们得到 

= —~ In (— cos 9) % (4) 

prc 

而由 （1) 式有 

或者 

dz^dx-{- idy^~e i9 d(f>~~e i6 tg8d$ f 

V x TC 

于是，利用沒 = 一方时 y = 0, 的条件，通过积分，我们就可求得以参数 

形式表示的射流形状.特別是，射流的收缩比为 

—= 0 # 61 » 
a n +2 


§ 11. 有势绕流的阻力 

我们来研究不可压缩理想流体绕某一固体流动的势流问题. 
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当然，这一问题是和该固体在流体中运动产生的流动问题完全等 
价的.由前一流动求后一流动，只需要转换坐标系，在新坐标系 
中，无穷远处的流体处于静止.事实上，我们下面要讲的，就是固 
体在流体%运动的情形. 

让我们判断一下远离运动物体的流体速度分布特性.不可压 
缩流体的势流满足拉普拉斯方程 

A 泠= 0. 

我们应该考虑这个方程在无穷远处为零的解①，因为流体在那里 
是静止的.我们把原点取在运动物体内的某一点上，坐标系随物 
体运动，研究某一特定时刻的流体速度分布.我们知道，拉普拉斯 
方程有一个解 l / r ， 其中 r 是离开原点的距离 .1/ r 的梯度和更高 
阶的空间导数也是方程的解，所有这些解以及它们的任何一种线 
性组合在无穷远处都为零.因此，在远离物体的地方，拉普拉斯方 
程解的一般形式是 

卜—(+) + •••， 

其中， a 和 A 与坐标无关，略去的项含有 1/ r 的高阶导数.不难 
看出，常数《必须为零.因为，速度势 4 = — a / r 给出速度 

我们计算一下通过某个封闭曲面，比方说，半径为丑的球面的质量 
通量.在此曲面上，速度为常数并等于 a /丑 2 ; 因此，通过它的总通 
量是 


— 4jrpa, 

而不可压缩流体通过任何一个封闭曲面的通量当然必须为零，所 

… - ■■- - - - , 

①确切的提法应该是考虑那些在无穷远处 = o 的解——中译者注. 





以，我们断定 a = 0. 

这样，小 就只含 1/ r 2 阶和更髙阶的项.因为我们是求远距离 
处的速度，所以髙阶项可以略去，从而有 

速度 w = 是 

幻 = (A.V)V(D = MAl^L 二 ii ， (11, 2) 

其中， n 是 r 方向的单位矢量.由此可知，在远距离处速度按^•的 

T 

方式减小.矢量 A 取决于物体的实际形状和速度，它只有当考虑 
了运动物体表面上相应的边界条件，并在一切距离上完全解出了 
方程 A 令二0后才能确定. 

(11.2) 式中出现的矢量 A 与绕流中流体的总动量和总能量 
之间存在着一定形式的关系.流体的总动能（不可压缩流体的内 
能是不变的）为 

E = ^pv z dV, 

其中积分是对物体外的整个空间进行的.我们取某一空间区域 K 
它的外边界是一个半径为丑的大球面，球心在原点.先在区域 F 上 
积分，然后再令丑趋向无穷，我们有下列恒等式 

^ m jm 

v 2 dV = m 2 <ZF 十（幻 + w ) ( v ~ u ) dV y 

J 9^ % 

其中， W 是物体的速度.因为 U 与坐标无关,右边第一项积分显然 
就是 W -- F 。)， 这里 F 。 是物体的体积.在第二项积分中，将和 
式幻 + u 写成▽(命 + w . r ), 利用 V . 幻 = 0( 连续方程）和 
即有 

JvW-w 2 (F-F o ) + |v*[(0+ut)(i;^u)]^F. 
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现在将第二个积分变换为在球面 S 和物体表面&上的曲面枳分 

\^ v 2 dV ^ u 2 (V V 0 ) + o (《 十 ti . r ) O — it ) .3/. 

* S + S 0 

根据边界条件,在物面上幻和 ti 的法向分量是相等的，而沿表 
面的法线方向，所以显 然有久 上的积分恒等于零.在远处的曲面 
以上， 我们代入0和幻的表达式 （11. 1) 和 （11. 2)，并略去那些当 
/?-> co 时变为零的项.将球面 S 上的面元写成 = 其中心 

为面元所对的立体角，就得到 

V’-i 2 (去 M 3 — F 0 ) 

+ [3( A * n )( u * n ) — ( u « n ) 2 /? 3 ] io . 

mf 

最后，进行积分①，并乘以 p /2, 我们得到流体总能量的下列表达 
式： 

五二 • it — V qU 2 ') . (11. 3 ) 

已经说过，矢量 A 的准确计算需要知道方程 A 0 = O 在考虑 
特定物面边界条件时的完全解.但是， A 对物体速度 w 的依赖关 
系的一般性质，却可以直接从下述事实中 得到： 方程对于4是线性 
的，并且边界条件对于4和 u 也都是线性的，从而可知 ， A —定是 
w 分量的线性函数，于是 （11. 3) 式给出的能量芯为 w 分置的二次 
函数，可写成下列 形式： 

①对干 o 的积分，等价于求被积函数沿所有„方向的平均值再乘以 4； r . 如 
B 为常矢量，为求 

(A • n)^AimBknk 

类型表达式的平均值，应注意平均值 ^ Tni 构成一个对称张量，它可以用单位张量 
表不：阳 rik — adik . 将张 M ; 对下标 i 和&缩并，并记住 rum =- 1，可得 a = l /3, 从而有 

04 ./!) 
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E = -~ r m ik u i u k 


( 11 , 4 ) 


这里，是某个常对称张量，它的分量可由 A 的分量算出 . 
称为诱 导质量张量. 

知道了 能量仏 我们就可以得到流体总动量 P 的表达式.为 

此，我们指出互和 P 的无穷小变化之间存在下列 关系： 

dE = ti* (ZJP ①. 

由此可见，如果五由公式 （11. 4) 表示， P 的分量必须是 

P J ~ 771 , tc^k • (11.5) 

最后，比较公式 （11. 3)(11. 4) 和 （11. 5)，表明 P 可以用 A 表示，式 
子为 

P —4/rpA —pp r 0 u. (11. 6) 

必须指出，流体的总动量是一个完全确定的有限值. 

单位时间内由物体传递给流体的动量为 4 P / 设，加上一个相 
反的符号显然就是流体的反作用力 F ， 它也就是作用在物体上的 
力： 

F= -导 ( H .7) 


①因为，设物体被某个外力 F 加速，流体的动量将因此而增加.设在心时间 
内》动量增加为 4 P ， 这个增量和力的关系是将此式点乘矢量 U ， 我们就得 
到= 心，这也就是力 F 作用距离时所做的功，它又应当等于流体能量 
的增量從. * 

应当 注意， 直接用对整个流体的积分 jpurfr 来计算动量是不行的.原因是，按 

照《的分布式 （11. 2)，这个积分在下述意义上发散，即虽然积分结果为有限值，但该值 
却和积分如何取法 有关： 当我们在尺度逐步趋于无限的大区域中进行积分时，得到的 
值取决于积分域的形状(球、往等等）.而这里我们用来计算动量的方法，是从关系式 
= 出发的，导出的是一个完全确定的最终结果 （11.6) 式.当然，它满足动量 
变化率和作用于物体上的力之间的物理关系， 




42 • 



F 平行于物体速度的分量称为阻力，而垂直于物体速度的分量称 


为升力. 

假如有可能由于物体在理想流体中作勻速运动而产生有势绕 
流，则因为 w = 常数，我们有尸=常数，从而 F = 0. 这就是说，不 
存在阻力和升力；流体作用在物体上的压力互相抵消(这一结果称 
为达朗伯佯谬）.考察一下阻力，就能非常清楚地看出这个佯谬产 
生的原因.物体在匀速运动中出现阻力，意味着为了维持运动，必 
须有一外力连续不断地作功.这种功或者耗散于流体之中，或者 
转变成为流体的动能，结果就要在流体中造成一个流向无穷远处 
的连续能量流.但是，按照定义，理想流体没有能量耗散;并且，由 
于物体运动而产生的流体速度，随着与物体距离的增大而迅速减 
小，以致不可能存在任何流向无穷远处的能量流. 

然而，必须强调指明，所有这些推理仅仅适用于物体在无限体 
积流体中运动的情形.例如，假使流体有自由表面，平行于表面作 
勻速运动的物体将承受阻力，这种阻力（称为波阻）的出现是因为 
产生了沿自由面传播的波系，它将能量连续不断地向无穷远处迁 
移. 


假设一个物体在外力/作用下发生振动，当§ 10中讨论的条 
件完全得到满足时，物体周围的流体即作有势运动.于是，我们可 
以用前面得到的关系式导出物体的运动方程.力/必须等于系 
统总动量的时间导数，而总动量是物体动量 Mu ( I 是物体的质 
量）和流体动量 i 5 之和： 


M 


du . dP 


dt 


/• 


运用 （11. 5) 式，我们就得到 


M 


d^i 

dt 


in, 


dui 

dt 


/* 


该式也可写为 
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^ (^,+ 7 ^,)-/,, ( 11 . 8 ) 


这就是浸没于理想流体中的物体运动方程. 

现在，我们来考虑某种意义上的反问题.假设由存在于物体 
之外的某种原因使流体发生振动，这种振动也将引起物体运动①. 
现在来推导物体的运动方程. 

假设在物体线度量级的距离上，流体的速度只发生微小的变 
化.以1表示假定物体不存在时物体所处位置上流体的速度，也 
就是说， W 是未受扰动的流体速度.根据上面的假设，在物体占据 
的整个体积内， r 可假定为一常数.我们仍和以前一样，以 W 表示 
物体的速度. 

作用于物体并使其运动的力可以用如下方法确定.如果物体 
完全被流体所带动（也就是如果 V = u ), 则作用在物体上的力即 
等于假定物体不存在时作用于同一体积的液体上的力.流体这部 
分体积的动量是 pV 0 v , 因此,作用在它上面的力就是 
但实际上物体并不是完全被流体所带动，物体有相对于流体的运 
动，由此而来的是，流体本身也得到了某种附加的运动.这样产生 
的流体附加动量是(% — ^)，原因在于，现在我们必须在 (11. 
5) 式中以物体相对于流体的速度 W — T 来代换 M . 这个动量随时 
间的变化，导致物体上出现一个等于的附加 
作用力.因此，作用在物体上的总力为 


PV 


dvi 


0 


dt 



k ~ dt^ Uk 一 外）. 


这个力必须等于物体动量的时间导数.这样，我们就得到下面的 
运动方程 


①例如，我们可以考虑有声波传播的流体中物体的运动，声波的波长要比物体 
的尺寸大得多. 
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— 以). 

将方程两边对时间积分，得到 

■Mui 二 : pV 0 v t — mi k (u k — y *)， 

或者写成 

(il/<5i + 7 … ) M 左 =(Wf 备 + p Vo^i l Vk * (11.9) 

这里取积分常数为零，是因为当 I 等于零时，流体引起的物体运动 
速度 li 必须为零.利用所得到的关系式就可以从流体的速度定 
出物体的速度.如果物体的密度等于流体的密度就 
会如所预期地得到 W 二 V . 


问 


题 


问题 1. 试求在理想流体中振动的球的运动方程，并求受振动流体带动 
的球的运动方程. 

解： 将（11.1)和§ 10问题2中得到的绕球流动的0表达式作对比，我 


们得知 


a = y ^ 3u> 


其中及 是球的半径.根据 （1 L 6) 式，由球传递给流体的总动最为 




因此，张量叫 fc 是 


/ mik^Y npR ^ ik " 


作用在运动球上的阻力是 


F=-^itpR^, 
o d t 


流体中振动球的运动方程便是 


… 3 ( Po + T p )57^ 


其中 Pa 是球的密度， c ^ /心 的系数是球的虚质量，它包括球的实际质量和诱 
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导质 麗， 这沖情況下的诱导质量是球所排开的流体质量的一半. 

如果球是受流体作用而运动，由 （11. 9) 式，我们得到它的速度为 

3 p 

U~ —— V. 

P +2Po 

若球的密度大于流体的密度 Oo e > P )， 则即球“滞后于”流体；反之，若 
Pa < P > 球就“超前于”流体. 

问题 2. 试用矢量 A 表示物体在流体中运动时所受的力矩. 

解：我们从力学中知道，作用在物体上的力矩可由它的拉格朗日函数 
(在现在情况下就是能量芯）确定，其关系式为 SE^M- 60 , 其中汾是物体的 
无限小转动矢量，而^五是该转动所引起的能量变化.对于物体转动一个角 
度 (56 U 相应地改变了各个分量 m “）， 我们可代之以流体相对于物体转动一 
个角度一卻(相应地改变了速度 u ). 于是有 

Su^-dOXu, 

M 而 

dE = P-6u^ ~69^ (vXP). 

利用 i 3 的表达式（1].6)，就#到所要求的公式： 

M = ^ u X jP — 4 pA X u . 


§ 12. 重力波 

在重力场中处于平衡的液体自由面是一平面.如果在某种外 
来扰动的作用下，表面的某一点离幵其平衡位置，液体内将发生运 
动.这种运动将以波的形式沿整个表面传播.因为它们起因于重 
力场的作用，所以称为重 力波. 重力波主要出现在液体表面上，它 
们也影响到液体内部；但随着深度越来越大，其影响也就越来越 
小. 

这里我们将考虑这样的重力波，其中运动流体质点的速度如 
此之小，以致欧拉方程中的项与相比可以略去不 
计.这个假设的物理意义是容易了解的.在和波动中流体质点振 
动周期 r 的量级相当的时间间隔内，质点移动了和波幅 a 的量级 
相当的距离.所以，其速度的量级为 《/ r . 在 r 量级的时间间隔 
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内，以及在沿着波传播方向的 A 量级距离内（这里 A 是波长），速度 
将显著地发生变化.因此，速度的时间导数为 Wt 量级，空间导数 
则为量级.于是条件 


(/U ， SI) e V 《 d t vldt 


等价于 


m 


«---A 


或者写为 


g 《 A ， 


( 12 . 1 ) 


即波的振幅必须远小于波长.在§ 9中我们已经知道，如果在运动 
方程中项可以略去不计，就得到势流.假设流体不可压 

缩，我们就能应用方程 （10. 6) 和 (10. 7)，而后一方程中的项是 

可以略去不计的，因为它包含速度的二次方.令/(0 = 0,并计入 
考虑重力场作用的项 pgz y 就得到 


pgz 


d ( f > 

P 9 f ' 


( 12 . 2 ) 


通常，我们取2轴垂直向上，平面在流体的平衡表面上. 

现在用 S 来表示表面上点的2坐标，则〖是 A y 和《的函数. 
平衡位置上 S = 所以〖是流体表面在振动时的垂直位移.设有 
一不变压力 h (例如，大气压)作用在表面上，于是由 （12. 2) 式，在 


表面上有 



我们可以采用速度势 <f> r =<l>^(Po/p)t 来代替速度势 h 这没有什 
么影响，因为 = 但是, A 项却从上面的方程中消去了. 
去搾^中的一撇，得到流体表面上的条件为 

叫:普 L : 0 ， （12 . 3 ) 
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因为波动的振幅很小，所以位移2也很小.因此，在同样的近似程 
度内，我们可以认为表面上点的垂直速度分量就是 S 的时间导数 


但是 


所以 


V , 


■' 

df 


V z 


90 

dF 9 



用 （32. 3) 式的^代入，我们有 


因为振动是小振幅的，括号内的式子在取値时可以用2 = 0代 

替.于是我们最终得到用以确定重力场内运动的下列方 程组: 

A 小= 0, (12. 4) 


, 1 利\ — 

丨 ■ . . § . — ， ■. ■ ■ ■■ — 一 I »— 

\dz^ g dt 2 / z=0 


(12.5) 


我们这里将考虑流体表面上的波，这个表面是无界的;并且还 
将假设波长远远小于流体深度.网此，我们可以把流体看成为无 
限深的，从而将略去侧边和底部的边界条件. 

我们来研究沿^轴传播而在#方向上均匀的重力波；在这种 
波内，所有的量与 V 无关.我们将寻找一个是时间和坐标 z 的简 
单周期函数的解，即设 


<f> ~ f Cz} cos (kx — cot'). 

这里^就是波的所谓圆频率（我们将简称为频率）； 2 nj < o 是给定点 
上运动的周期；&称为波数; 2 = 是波长，也就是，在给定时刻 

沿怎轴的运动周期. 

代入方程 
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得到 


mH q ， 


d 2 f 

dz 2 


k 2 f-~ 0. 


这个方程有解和 e ~ kz • 我们必须取前一个解，因为后一个解在 
流体的内部将给出随深度无限增长的 4( 记住流体占据2<0的区 


域）.因此，我们得出速度势为 


(/) Ae kz cos (Jcx 一 cot') , 


( 12 . 6 ) 


我们还要满足边界条件 （H 5). 以 （12. 6) 代入，得到 



0 , 


或者写成 



(12. 7) 


它给出了重力波的波数和频率之间的关系. 

只要取一下4的空间导数，就求得运动流体内的速度 分布: 


v x — — ^ce kz sin (^kx — cot^, 
v z — Ahe kz co^ (Jcx — cot). 


( 12 . 8 ) 


我们看出，流体中的速度随深度按指数律减小.在空间的任何给 
定点上（即给定 A 幻，速度矢量在^平面内勻速旋转，它的大小 
保持不变并等于 


我们再来确定重力波内流体质点的迹线.暂且以 A z 表示运 
动流体质点（而不是空间的固定点）的坐标，并用表示质点 
在平衡位置上■^和3的值.因此 


dx dz 

因为是小振动，在 （12. 8) 式的右边还可以近似地用％代替& 
A 于是对时间进行积分可得 
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h 


X —— x 0 = — A —— e^^cos (kx 0 — cot) 

CO 3 


Z 一 z 0 — — A~e kz °sin (kx Q — cot ). 

CO J 


( 12 . 9 ) 


所以，流体质点围绕点(^， &) 画出半径为的圆，这个 
半径随深度按指数律减小. 

波的传播速度为 


这将在§66中加以证明.这里以 o = V 巧代入，就得到在 无陨深 


流体的无界表面上，重力波的传播速度为 



( 12 . 10 ) 


它随着波长而增大. 


问 题 

问题 1. 设流体深度为\试求重力波在其无界表面上的传潘速度. 

解： 在流体的底部，法向速度分量必须为零，即当 2 = — A 时，匕=叫/ 
由这一边界条件，我们可求出在一般解 

( f > — \^ Ae kz - ! rBe ~ kz 2 cos (lex — ol >0 

中，常数3和 B 的比值.其结果是 

杏 = Aeos (fca:—+ 

由边界条件 （12. 5) ,我们得到&和^之间的关系为 

co 2 =gkih ikh ). 

波的传播速度便是 

U = — ^― r th ( kh ) +—^ irl . 

2 ^ kthikh ) L ch 2 (fc 办)」 

对于 H 》 l ， 我们得到 （12. 10) 的 结果； 而对 fc / K < l , 即得结果 （13. 10)( 见下 
节〉. 

问腰 2. 设有两层流体，下层流体的密度和深度为 p 和&，上层流体的密 
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度和深度为 P 和 Y ， 并且 p > p _. 上以流体顶部和下层流体底部都以固定 
水平面为边界.试求在两层流体分界面上，重力波的频率和波长之间的关 


系， 

解： 将平面取在两种流体平衡时的分界平面上，我们寻找在两种流 
体中具有下列形式 的解： 

</> — Ach [ A ; (2 + fe ) ] cos ( kx ~ cot) y ( 1 ) 

0' = Bch [ A;(2 — fe ') ]cos ( Jcx — cot )^ 

这样，上边界和下边界的条件便能得到满足（参看问题 i 的 解). 在分界面 
上，压力必须 连续； 按照 （12.2) 式，便绐 m 以下 条件： 

当2 = 4时 ， pgC + / o -^. =^ pgC + 


或者 




P 9 S - P 9 * 


9 (p — p ) V 9 t 

还有，在分界面上两种流体的速度 分量匕 必须相同，这给出以下条件 

当^时’ 


( 2 ) 


现在有 


v z 


9< t > 9 C 

— 1 7 

9 z 91 


将 (2) 式代入，得到 


* -吟今 


9 2 (f> 

dt ^ 


(3) 


(4) 


把 （1) 式代入 (3) 式和 （4) 式，可得出两个关于4和15的齐次线性方程，由扣容 
条件得到 

kg ( p ~ p ) 

pcth ( kh ) - f - p'cth < Jch ’ 、 • 

对千 kh 》 l ， kh f 》 l 的情况（两种流体都很深）， 




kg 


p-p 

p+p 


而对于 M 《 l ， 长波），则有 


CO 


沦 V 


9( p ~ p f )hh 


pk r + pk 

问題 3. 设有两层流体，下层流体(密度为 p ) 无限深，上层流体〈密度为 
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深度为 V ， 并有自由表面.在两层流体的分界面和上表面同时有重力波 
传播，求波频和波长的关系. . 

解： 我们将平面取在两流体的平衡分界平面上，并寻找两流体中具 
有形式为 

(j )=： Ae kz cos (kx — oyt)^ 

4> f ~ [Be~ kz -\-Ce kz ^ cos (kx — cof) 

的解.在分界面上，即对于2 = 0,有条件（参看问题 2) 


( 1 ) 


96 3< t> r 


9( P ~ P r ) 


9 S 

j 

Jz 




dt 


9 t z 


( 2 ) 


在上表面，即当 z = h f 时，有条件 

9 f 




d 2 6 f 
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一 = 0 


( 3 ) 


将方程 (2) 的第一式代入 （1)， 得出 A ^ C ~ B , 由其余的两个条件就得到关于 
B 和 C 的两个 方程； 从相容条件我们得到一个关于的二次方程，它的根是 

(P —P，）（l — eW> 


o 2 = kg 


co 2 — kg . 


p + p +( p ~ p r ) e -^ 7 

当 ft '— co 时，这些根对应于在分界面和上表面上独立地传播的波. 

问题 4. 设宽为长为6的长方池中流体深度为 fe ， 试确定其可能的振 

动频率(驻波）®. 

解： 沿池的两边取^轴和 y 軸,我们来找一个具有以下驻波形式 的解； 

y) ch \Jc(z-\-h)~\coscot. 

我们得到关于 / 的方程 

a 2 f I I J C Z f — Q 

dx z + 9 y l+k 

与问题 1 一样，从自由面的条件得出关系式 

co 1 = gkih (kh ). 

取关于/的方程的下列形式解 

/ = cos P 2 -rq 2 — ^ * 

在池边上必须满足 条件： 

当= a 时， 

</X 


①参看§ 
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时’ _聲=。. 

于是我们得到 



其中饥^是整数.从而， fc 2 的可能值为 



§ 13. 重力长波 


我们已经研究过波长远小于流体深度的重力波，现在来讨论 
相反的极限情况——波长比深度大得多的波，这些波称为 长波. 

首先考察渠道中长波的传播.假设渠道沿着^轴而且长度是 
无限的，渠道的横截面可以为任何形状，并可以沿长度方向变 

化.将渠道中流体的横截面积记为 

S — S (a:, O, 

并假设渠道的深度和宽度都远比波长为小. 

这里我们将讨论纵波，波动中的流体沿着渠道运动.在这类 
波中，沿渠道的速度分量〜远大于速度分量 

我们将 h 就写成〃并略去小项， z 方向的欧拉方程则可写成 
下列 形式： 

dv _ 1 Dp 

dt p dx ， 

而; 2 方向方程的形式为 


因为也假设波幅为一小量，就可以略去速度的二次项.又由于在 
自由表面上匕二0压力必须为八，我们从第二个方程得出 

P 二 Pc+gpU — Z). 

将此表达式代入第一个方程，得到 
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9i> 

dt 



• (13. 1) 


确定两个未知量〃和 S 所需的第二个方程，可类似于连续方 
程那样导出；它实质上就是所论情况下的连续方程.我们来考虑 
渠道中相距为心？的两个横断平面之间的流体体积.单位时间内 
流过一个横截面的流体体积为流过另一个横截面的体积为 
( Sv ) x + dx , 因此， 两个# 面间的流体体积改变了 

譬 

(Sv) x+dx ~(Sv) x ^^ldx. 


但是，因为流体是不可压缩的，这个变化显然必须是水位的变化所 
引起的.单位时间内此二平面之间流体体积的变化是 ( dSidt ) dx f 
所以，我们可以写出 


或者 


璧 二 - dx ， 


dX 




(13. 2) 


这就是所需的连续方程. 

设 A 为渠道中流体处于平衡状态时的横截面积.于是有 

其中& 为波动所引起的横截面积的变化.因为流体水位的变化 
很小，我们可以将 y 写成 M 的形式，其中6为流体表面的渠宽， 
于是方程 (13.2) 变为 

6 §7+~~ f °~ = Q - (13.3) 

dt dX 


将 （13.13) 式对 f 微分，并将 （13. 1) 式中的 dvfdt 代入，得到 


y—f ■於 °_) 二 0 


(13.4) 


如果在所有点上渠道的横截面相间，则仏=常数,从而有 
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3M gSod 2 ^^^ 
dt 2 6 dx 2 


(13.5) 


此方程称为波动 方程. 如我们在§63中将要证明的，它对应着速 
&为乙 7 的波的传播，而"与频率无关，并且就是 dKIdx ^ 的系数的 
乎方根.因此，渠道中重力长波的传播速度为 

j ]= (13.6) 

V 0 


用完全类似的方法，可以研究很大水池中的长波，这里假设水 
池在两个方向上(即$和 y ) 都是无限的.池中流体的深度记为匕 
现在速度分量心为一小量，欧拉方程成为类似于 (13.1) 的 形式： 


dv , 

dt 


i ~ g U 


°，勢切 _ 


o . 


用与 （13. 2) 相同的方法可导出连续方程，即 


(13.7) 


9h d{hy x 

di^2oT 




o . 


我们将 深度力 写成 fto + C 其中心 是平衡时的深度，于是得到 


|?警 +3 _^ 0 . 


(13.8) 


现假设水池有水平的底面(心=常数)，将 (13. 8) 式对 f 微分, 


并用 （13. 7) 式代换，我们得到 

卜 

这还是一个(二维)波动方程，它对应着以速度 


JJ ~\/gh 


传播的波. 


(13.9) 


( 13 ^ 10 ) 


14. 不可压缩流体内部的波 

有一种重力波，它可以在不可压缩流体内部 传播， 这种波是由 
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童力场引起的流体不均匀性产生的.压力（因而还有熵 S ) 必需随 
髙度变化，所以，流体质点在高度方向上的任何位移都破坏力学乎 
衡，并随之引起振动.因为，既然运动是绝热的，质点就把它原来 
的熵 S 带到新的位置，而它与新位置上的熵平衡位是不同的. 

下面，我们将假设波长远远小于某种距离，在这个距离上重力 
场会引起密度的显著改变；同时，我们将假定流体本身是不可压缩 
的，这意味着我们可以略去由于波中压力变化而引起的密度变化. 
热膨胀引起的密度变化则不可忽略，因为正是它引起了所要讨论 
的现象. 

我们来写出这种运动的流体动力学方程组.现使用下标0记 
处于力学平衡的量值，而用一撇表示对这些值的微小偏离.因此， 
准确到一阶小量，熵的守恒方程可写为 

= 0 * ( 14 . 1 ) 

C/t 

和其它量的平衡值一样，这里 A 是铅垂坐标2的给定函数. 

其次，在欧拉方程中我们仍旧略去项(因为是小振 
动）•，再考虑到平衡时的压力分布由式子 


VPo^Pog 

给出这一事实，保持同样的准确度，我们有 


dt 



+ g =— 竽+取 

Po P 


m 


既然按照上面所说的，密度的变化仅仅来自熵的变化，而不是来自 
压力的变化，我们就可以驾出 



于是得出形式为 


( 14 . 2 ) 
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的欧拉方程.因为，如上所述，在波长数量级的距离上平衡密度的 
变化总是可以忽略的，所以，可以将 P 。 放进梯度算符里面.在连 
续方程中同样可以假设密度不变，于是连续方程变为 

▽ •幻 = 0. (14.3) 

现在来寻找方程組 （14. 1) —(14. 3) 具有平面波形式 

t = 常矢量•-… 

的解，对/和 〆 也用类似做法.代入连续方程 （14. 3) 可得 

= (14.4) 

即流体速度处处垂直于 波矢量 k (横 波）. 方程 （14.1) 和 （14. 2) 可 
给出 

icos' — V • V 5 o, — icov = —\ 5 • 

Po l ^ S 0 / p Po 

由条件幻汰=0和上面的第二个方程，可得 

“V 二(乾°)户•&， 

然后，由这两个方程消去 I 和 〆 ，便得到所需要的波矢量和频率 
之间的 关系： 

o 2 =_ +(ff)/S sin20 - (14 . 5) 

在这里和以后，我们将省去热力学量平衡值的下标0;而且规定;5 
轴铅垂向上，0是该轴与 fc 方向之间的夹角.如果 （14. 5) 右边的 
表达式是正的，就满足平衡分布 V 2) 的稳定性条件（不发生对流 
的条件-参看§ 4). 

我们看出，频率仅仅依赖于波矢量的方向而与其大小无关.对 
于0二0，我们有0 = 0;这表明，具有铅垂波矢量的这种类型的波 
是不能存在的. 

如果流体同时处于力学平衡和完全的热力学平衡，它的温度 
为常数，我们可以写出 
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V 


dTz~\ 

最后，利用熟知的热力学关系式 


ds 


\ 






P 2 ^dT// \ds 

其中 ，心 是单位质量流体的比热，我们得出 


T/9p 
c P \ 9T 


畏 7(lf 


sin 


0. 


T 


特别是，对完全气体有 



9 

VcpT 


sinQ 


(14.6) 


_ 


(14.7) 



第二章粘性流体 


§ 15. 粘性流体的运动方程 


现在来研究流体运动期间发生的能量耗散对流体运动本身的 
影响.这个过程是流体运动的热力学不可逆性的结果.这种不可 
逆性在某种程度上总要发生，它是由内摩擦(粘性）和导热引起的. 

为了求得描述粘性流体运动的方程，必须在理想流体运动方 
程中附加上某些项.关于连续方程，由其推导过程可以看出，它对 
任何流体，无论是粘性或非粘性流体，是同样有效的.然而，欧拉 
方程需要修正. 

我们在§ 7中已经看到，欧拉方程可写成以下 形式： 


d 

dt 


(pVi) 


dll 


dx 


这里 IX , 是动量通量密度张量.公式 （7. 2) 给出的动量通量代表 
动量的完全可逆的传递，它只不过是由不同的流体质点从一戏到 
另一处的机穢输运以及由于作用在流体中的压力引起的.而姑性 
(内摩檫）则是由于动量从速度大的地方到速度小的地方的另一种 


不可逆传递引起的. 

因此，粘性流体的运动方程就可以在“理想”动量通量 （7, 2) 上 
加上一项一求得，这一项给出流体中动量的不可逆“粘性”传 
递.于是我们把粘性流体中动量通量密度张量写成 

^ ik ^^ ik^r pViVk — ai ^— ai ^ pViV k , (15. 1) 

其中张量 At 写成 

0 " ik ~ — P^icri (15. 2) 

称为 应力张 S. 而称为粘 性应力张暈， 它代表与运动流体质 
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量一起迁移的直接的动量传递无关的那部分动量通量 

张量 的一般形式可确定 如下: 考虑到只有当不同的流体质 
点以不同的速度运动，使得流体的各部分之间有相对运动时，流体 
中才会出现内摩擦过程，因而必定依赖于速度的空间导数.若 
速度梯度很小，则可假设由粘性引起的动量传递只依赖千速度的 
一阶导数.在同等的近似程度上，可设想为导数 如抓的 
线性函数. ah 中不会有与3化/3心无关的项，因为当幻=常矢 
量时，必须为零.其次，当整个流体作匀角速旋转时，也必 
须为零.因为很清楚，对这样的运动，流体中不出现内摩擦.在以 
角速度 n 匀速旋转时，速度幻等于矢积 Qxr . 和式 


dx k dx { 

是导数的线性组合，并且当幻二 Qxr 时，它为零.因而， 
—定只包含导数 dvjdx k 的这类对称的组合. 

满足以上条件的最一般的二阶张量是 



这里 a 和6与速度无关②.但是，把这个式子写成稍微不同的形 
式，用其它常数代替 a 和6更为 适宜： 即写成 





(15 - 3) 


括号内的式子有这样的性质，即对 i 和& 进行缩并时该式为零.常 
数 W 和 C 称为 粘性系数. §16和§49中将证明，这二个数都是 


① 下面我们将看到，包含与 成正比的一项，即与 pc 3 d 项形式相同 的琐. 
因此，当动量通量张置表成这神形 式时， 我们应当详细说明压力夕是什么意思，见§49 
最后部分. 

② 我们这样说是利用了流体各向同性这一事实，由于各向同性， 泷体的一些特 
性必定只用标量描述（这种情况下就是 a 和6 ), 
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正的: 


r ?>0, 


<>()• 


(15-4) 


^ cr f ik 


现在，只要把^加到欧拉方程 

/dVi . 9Vi \ 

P \2 t +V ^) 


dp 

2 x , 


的右边，即可得到粘性流体的运动方程.于是我们有 




+仏 


2 v { 


办 9 

~di~ + ^c 

dv h 2 t 
9x ； 3 


/ dVi 

:r 

dv i \L 


+ 去 


m - 


(15.5) 


这是粘性流体运动方程最一般的形式.量 P 和 S 是压力和温度的 
函数.一般说来， P 和 A 因而7?和 f ， 并不是在整个流体内部保持 
为常数，所以 r ? 和 S 不能移到梯度算符的外面. 

但是在大多数情况下，流体中的粘性系数变化不大，可当作是 
常数，因而有 


9cr[ k / 9 2 v t 




= v ( 


、 9x k dx 


k 


丄 3 dv 

dXi 9x 


k 


2 9 


音) 




dx t 






9 9 vi 

dx { dXi 


但 


dv t 

2 xi 




d 2 Vi 

dx b 9x 


Av 


千是我们可以把粘性流体的运动方程写成矢量形式， 






(15* 6) 
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若流体可看作是不 " f 压缩的，则▽心二0,即 （15. 6) 右边的最 
后一项为零.因而不可压缩粘性流体的运动方程为 

"^rr — J- • v) ^ ―- S/V H — (15.7) 

ct p p 

此方程称为纳维-斯托克斯 ( Navier - Stokes ) 方程.不可压缩流 
体中，应力张量取下面的简单形式 

^ik-=-V^ik (15.8) 

我们看到，不可压缩流体的粘性只由一个系数确定.因为大 
多数流体实际上都可当作是不可压缩的，所以这个粘性系数7?是 
有普遍重要性的.比值 

v = ^ - (15. 9) 

P 

称为运动粘 性系数 (而7/本身称为动力 粘性系数). 下面我们给出 
20° C 温度下，各种流体的7?和 v 的值： 



r ^克、 

y ( 厘米 2 1 

/、厘米秒/ 

. : 


水 

0.010 1 

0.010 

空气 

0.00018 

0. 150 

酒 精 

0-018 

0. 022 

甘 油 

8. 5 

6.8 

汞 

0. 0156 

0.0012 


可以指出，在给定的温度下，气体的动力粘性系数与压力无 
关;但运动粘性系数与压力成反比. 

如同从欧拉方程中消去压力那样，可以从纳维-斯托克斯方 
程中消去压力.对方程 (15. 7) 的两边取旋度，我们得到的不是理 

想流体的方程 (2. 11)，而是方程 

* * 

g 

~(yx x)) ™yx [^x (▽ xxO]+”△(▽>< 幻 ） • 
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(15. 10) 

我们还必须写出关于粘性流体运动方程的边界条件.在粘性 

流体和固体表面之间总存在着分子引力，这些力使紧贴固体表面 

的流体层完全静止，并且“粘附”子表面上.因此，粘性流体运动方 

程的边界条件要求在静止的固体表面上，流体速度应为零，即 

^ = 0. (15.11) 

应当着重指出，法向和切向速度分量都必须为零，而对于理想流 
体，边界条件只要求％为零①. 

在运动物体的一般情况下，速度^必须等于物体表面的 
速度. 

我们不难写出周围流体作用于固体表面的力的表达式.一个 
面元上所受的作用力恰等于通过这个面元的动量通量.通过面元 
df 的动量通置是 

f x ： d / ；： -- (.! C ~ cr ,/. )df k .. 

把仏写成 df 「 :n k df 的形式，这里 n 是沿法向的单位矢量，并考 

虑到在固体表面上^二 0 ②， 我们得到作用在取位面积上的力 p 为 

Vi = — a ik n k ^ pn i — a , ik n k . (15. 12) 

其中等式右边第一项是普通的流体压力，而第二项是由于粘性引 
起的作用在固体表面上的摩擦力.应强调指出，式 (15. 12) 中的 n 
是单位矢量，它沿流体界面的外法线，即沿固体表面的内法线. 

若有不相混合的两种流体的分界面，则分界面上的条件是两 
种流体的速度必须相等，且相互间的作用力一定大小相等方向相 
反.后一个条件写成 


① 注意 ，一 般说来，欧拉方程不能和边界条件同时得到满足. 

② 在确定固体表面上所受的作用力时，必须把每个面元放在这样的坐标系中研 
究：在该坐标系中，此面元处于静止.只有在表面静止的愔况下，力才等于动置通 

量. 
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\ f ik^ 2, ik 



这里下标 1 和 2 分别指两种流体.法向矢量％和11 2 方向相反, 
即 « i,i = 〜 所以我们可以写成 

— n i^2,ib^ 05 * 13 ) 

在流体的自由面上，必须满足条件 

cr ik n k ^cr’ ik n k — pn、= 0. ( 15 . 14 ) 

为今后 参考，下面我们给出柱坐标和球坐标中应力张量分量 
的表达式和纳维-斯托克斯方程.在柱坐标 r ， 趴 z 中应力张量的 
分量是 

Cfrr = — V^T ^, 

dr 



奸 27/(+ 




— 沪 + 2々 


dz y 



纳维-斯托克斯方程的 三个分 量方程和连续方程为 


( 15 . 15 ) 


dv T 

百 



dv r , dv r 

dr r 9(j> 


— v z 


dv r 

9z 


vl 





9 2 v r 



r 


2 dv^ v 
r 


T 


2 


9< l > 


势机聲吟势+〜蝥+处 


r 
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1 dp 

pr 30 


+ v 


\9r 2 


丨 1 

十 r 2 3 泠 2 


d^Vj 丄 1 dv 4 

dz 2 r dr 


2 3” r V 、 

r 2 d(j) r 2 /’ 

f . dv z r ^ 

-\j i °r >^. n ^ i nr v z ~^r 


(15. 16) 


dt ^ r dr 

—丄 ~ + V| 

p dz 


r 2<j> 


dz 


/d 2 v z l d 2 v z d 2 v z , l 

\ dr 2 "^r 2 d(f> 2 9z 2 r dr / J 


dv r f 1 dv^ , dv. 


v v ‘厂 » -^. 

^ — 11 f 1 ■■ 11 

dr 1 r 




dz 


在球坐标 r ，4, $ 中，应力张量分量是 




(y 丰 ♦ = 一 p + 2 叩 


1 dv 4 

rsinO d(j) 


V r | VeCt^O ^ 


a dd ^^p+2v(j r ~f+^-\ 


(15. 17) 




〜 = 心丄 + 丄智 

\rsinO d<p r 90 


M 

rr 

v^ctgB 


t 




(争+」 

\ dr r si 


dv r V 4 


而运动方程为 

dtK 


91 \dr 1 rsin6l ^ i 
dv r v e 2v r 9v r 

dr r 26 卞 rsinQ d<p 

1 3^ , J 1 9 2 (rv r ) , 1 9 2 v 
p dr r dr 2 ^r 2 d6" 




v] 4 vl 


+ T 2 


1 d 2 V r 丨 Ctg 沒 2v r 2 dV $ 

r 2 sin 2 0 d (/) 2 r 2 96 r 2 90 


dv 4 2v r 2ctg0 


r 2 sinQ d ( f > 


0 
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~dt 1 Vr ^ 


V 9 3口0 I 如 e , v r^e 

r 20 rsinO d(f) 1 t 


2 2 {tv 9 ) , 1 d 2 v 
9 r 2 


vj ctg^ 
r 


1 d V 丄 

r l 

_ -i } _ 

pr d 6 1 

V 

! r 

1 

广， *9 

cf Vq 

r 2 sin 2 0 

d < i > 2 

2cos0 


r 2 si 

3^ + 


ctgO 9v $ 
~ r ^^0 


2 dv r v s 


(15. 18) 


i 15 ^4 I oV^ 


dt 


r 


dr r 90 


^6 

f > sin ^ 


2 v^ , v r v^ t v.v^ct^O 

r ! 7~ 


pr 


1 _ ^V_s 「丄 

sin^ d(p r 


d 2 ( rv ^) 

-r~ »» - ■ 

9 

oT ^ 


1 3 2 % 

ii ■■ ■ ■ * * * • • ■ ■ ■ ■ ™ 1 ■ _ ■»- 

h r 2 d 6 2 


d 2 v f j > , a^Odv^ 


T l sin 2 0 d(f> 


yo 


2 dv r 2cos6 9v e i\ — I 
r 2 si 96 r 2 sin 2 0 3(f) r* 2 sin 2 没 」’ 

9v r t 1 9v 0 f 1 dv^ ( 2v r ! v 9 ct^O _ n 

十 r 十― t * —. 

最后，我们给出不可压缩粘性流体二维流动中流函数 *，10 


__ 


所必须满足的方程.把 


dip 

W ， 




代入方程 （15. 10)，即得这个方程为 

I ⑽ )- irif + ir 」 笋 


(15. 19) 


16 - 不可压缩流体中的能量耗散 


粘性的存在导致能量的耗散，最终转变为热.对不可压缩流 
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体，计算能量耗散是特别简单的. 
不可压缩流体的总动能是 


P v 2 dV f 


我们取这个能量的时间导数，写出 


d ( 1 

dt\ 2 


pr =p^i 


dv { 

dt ^ 


并用纳维-斯托克斯方程所给的表达式 


dv ( 

^dt 


一 v k 


dv 


2x 


丄 


9 cr ： 


ib 


k 


p dXi p dx 


代换上式中的/&，结果是 


d 


dt\2 


pv 


—pv •( 幻 — •▽ 卩 -f 〜 


da \ 


ib 


dx 


=-—p( t v-y)(^~v i + Ij 1 . 

其中 r 表示分量为的矢量.因为对不可压缩流体有 


▽ • 幻二 0, 

我们可把右边的第一项写成散度的 形式: 





dv { 

(16. 1) 


方括号内的式子就是流体中的能量通量密度.第一项 



) 是由于流体质量在实际上有传递而引起的能量通量，并且与 


理想流体中的能量通量相同（见 (10.5)). 第二项是由于内 
摩擦过程引起的能量通量.因为粘性的存在引起了动量通量 
但是动量的传递总是包含着能量的传递，并且能量通量显然等于 
动量通量与速度的标积. 

若在某个体积 P 上对 （16. 1) 积分，我们得 
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dti 


^-pv 2 dV 



t 3 U I JT7 

a ik ^- 1 dV 


dx 


k 


•df 

(Id 2) 


右边第一项绐出体积 f 中流体动能的变化率，这个变化率是由于 
通过体积 r 的界面的能量通量引起的，因此第二项积分就是单位 
时间内由耗散引起的动能减少， 

若将积分扩展到流体的整个区域，则面积分为零（因为在无穷 
远处速度为零①)，于是我们得整个流体中单位时间所耗散的能 


量是 



a 


ih 


dVj 

私. 



在不可压缩流体中，张量由 （15. 8) 给出，所以 



容易证明，这个式子可写成 



因而，我们最后得出不可压缩流体中的能量耗散率为 



(16.3) 


耗散导致机械能的减少，即一定有^^<0.但 （16. 3) 中的积 
分总是正的.所以我们断定粘性系 数?? 总是正的. 




对于势流，试把积分（ 】6 . 3 )变换成在该流动区域界面上的积分， 

①我们考虑的是这样一种坐标系中流体的 运动： 在此坐标系中，无穷远处流体 
是静止的.在这里以及其它的类似情形中，为明确起见，我们提出无限大流体体积的说 
法，但这并不失去一般性.对于充满在有限容积中的流体，这个面积分也为零，因为表 
面上的法向速度分量为零. 


參 


6S t 




解：令 9 v i ! 2 x h: = 9 v k j 9 x i , 并用分部积分法积分一次，我们得 


i 动=- 2 J ( g ) 、卜一 2 ” 卜截办“ 

或 左动 = — 7/ f V0 2 ).rff. 

§17. 管道中的流动 

现在我们来讨论不可压缩粘性流体运动的一些简单问题. 
设流体介于两个平行平板之间，一个平板相对于另一平板以 
等速 W 运动.我们取其中一个平板为 W 平面，^轴指向 W 方向. 
很清楚，所有的量只依赖于 y ， 并且各处的流体速度都指向^方 

向.对于定常流，由 （15. 7) 我们得 

dp/dy = 0^ d 2 v / dy 2 ~ 0 . 

(连续方程自然满足）.因此二常数 ， P = 对7 = 0和夕= 

Hh 是面板间距离），必须分别有 v 二0和 = 于是 

v = yujh (17* 1) 

所以流速分布是线性的.平均流速可定义为 

_ 1 P 

卜了 vdy y 

ft J o 

就是 

v ~~ u , (17.2) 

W 

由 （15. 12) 求得作用在每块平板上的力的垂直分量就是 P , 这是理 
所当然的；而作用在 y = 0平板上的切向摩檫力是 

cr x y ~ r ) dv / dy — r ] u / h ; (17. 3) 

作用在 ㈣ 平板上的切向摩擦力是 一 

其次，我们来讨论有压力梯度的情况下，在两个固定的平行板 
之间的定常流.我们选择和前面一样的坐标系； z 轴指向流体运 
动方向.因为速度显然只依赖于义所以纳维-斯托克斯方程 
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给出: 


1 % dp_ Q 

‘ dy 2 r) dx 1 dy 4 

第二个方程表明，压力与 J 无关，即沿 y 轴穿过两板间的流体时， 
压力是常数.因而第一个方程的右边只是^的函数，而左边只是 
夕的函数；这只有当两边均为常数时才能成立. 因而 dp/dx 二常 
数，即沿流动方向，压力是坐标^的线性函数.我们现在得速度 



J_ dp 

2rj dx 


汉 2 + 叫 /+ 6 _ 


常数和 & 由 y = 0 和 y 处”- ：0 的边界条件确定.结果得 


1 dp 

— I • 

2 巧 dx 


h 


2 


V - Trh 


(17.4) 


所以沿 y 轴方向，流体速度按拋物线变化，在中点达到最大值.平 
均流速（对整个流体厚度平均)还是 


计算后求得 



h 2 dp 

■■圓 _* — ~ ~ - 

12 ?/ dx 


(17.5) 


我们还可计算作用在一块固定平板上的摩擦力 mGv / 
= 将 （17. 4) 代入，得 



(17.6) 


最后，我们来研究管道中的定常流，管道的横截面是任意的， 
但沿管道全长上的横截面都相同.我们取管轴为 o ; 轴.显然，每 
一点的流体速度都指向$轴方向，且仅仅是#和2的函数.连续 
方程自然满足，而纳维-斯托克斯方程的 V 和2分量方程又给出 
办/办=办/心= 0,即在管道的整个横截面上，压力是常数.方程 
(15. 7) 的 a ; 分量方程给出 
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= (17. 7) 

r 9z 2 rj dx 

于是我们又得出结论 jW 心二常数；所以压力梯度可写成一 
这里 A ? 是管道两端的压差 ，而丨 是它的长度. 

这样，管内流动的速度分布由么”=常数形式的二维方程确 
定，这个方程必须在管道横截面的周线上〃 = 0的边界条件下求 
解，我们将对圆截面管道来解这个方程.把原点取在圆心，并利 
用极坐标，由对称性得〃 = Wr ). 利用极坐标中拉普泣斯算子的 
表达式，我们有 


L 1 .( r ^) = 

r dr \ dr / r\l 


积分后 ，得 


Ay 

4rjl 


r 2 + alnr + 6. 


(17.8) 


由于在管道中心处速度必须是有限值，所以必须令常数 a 等于零. 


常数6由『=丑处 
们求得 


0的条件确定， 这里五 是管道半径.于是我 




r 2 ). 


(17.9) 


所以横截面上的速度分布是拋物型的. 

很容易确定每秒通过管道任一截面的流体质量仍称为流 
量）. 每秒通过截面上环形面元 2 nrdr 的质量 为 p . Znrvir , 因而 

cR 

Q = 2 np rvdr . 


利用 （17. 9) 得 




(17.10) 


所以 ，流量 正比于管径的 四次方 （泊肃叶公式). 
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问题 L 设有环形截面管道，其内、外半径为凡，私，试确定该管道内的 
流动. 


解： 根据的条件，由通解 （17.8) 确定出常数 a 
和&，我们得 


Ap 


4 r]l 


7 ^一 r 2 + ffefe ~ ln i _ 


流量是 


Q= 


jtAv 


8 vl 


m~R 


( Rl - R \) 


■ 


ln ( i ? 2 / 及 l ) 

问题 2. 试确定椭圆截面管道中的流动. 

解： 我们求方程（17.7)的形式为《 =义浐+仍 2 +(7的解.常数丄5,0 
按以下要求 确定： 即这个解式必须满足在椭圆周线上 〃 = 0的边界条件，（即 
Ay ^ Bz 2 +C = 0 必须与方程 〆 / a 2 + ； sV & 2 = l 相同，其中 a 和6是椭圆的半 
轴 .） 结果为 


Ap a z b z (\_y % 

2t\ 1 a 2 ^b z \ _7 — ¥r 


流量是 


Q_JtAp q 3 6 3 
V ~"4vT o 2 +T 2 * 


问睡 3. 设有横截面为等边三角形的管道，三角形的边长为 a ， 试确定 
该管道内的流动. 

解：在满足三角形周线上速度为零的条件下，方程 （17, 7) 的解是 


2 t m 

V = ~7~ ~/^T 办 1 办2办3， 

f V 3 07/ 

其中心， I , 心是由 三角形中给定点到三个边的垂线的长度.表达式 AM , 
AA 2 , M 3 均为零其中这是很容易看出的，因垂线 h ，心， A 3 


中的每一条都可取作 V 轴或2轴，而将拉普拉斯算子使用于坐标的结果是 
零.所以我们有 

A (厶1 办2奋 3) = 2 (hiSjh^ • V^3 ^2V^3 * V^l +釭3▽办 1 • V^) • 

(a Vh ^= n u VA z = n 2 , yk 9 =^ n ^ 这里 ni ， n 2 ， n 3 是沿着垂线心，心，的单位矢 
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觉.因为 a ， 〜，〜中任意两个的夹角都是 2 jt /3,所以 V^i # V ^2— n i 
= COS ( 2 TT / 3 ) = — j ， 如此等等.于是我(门得关系式 


V (尨1为2办 3) 


d + 办2+厶 3)" 


因此我们看出，方程 （17.7) 彳!}到满足，流景是 

^ s/Ya 4 A? 




320vl 


问题 4. 设半径为&的柱面以速度《在半径为札的同轴柱而内运动， 
试确定两柱面间流体的运动. 

解： 我们取柱坐标，其 z 轴沿柱而的軸线.速度处处沿着2軸方 J 3. 
只依赖于 r (像压力一样），即 


v z = v{r). 


我们得 v 的方程 


r cir\ dr / 


项 (!>•▽)!； = 惊等于零.利用处 w = w 和 r — R z 处 r = 0的边界 

条件，得 


v^=u 


Injr / R ,) 

ln ( Ri / R z ) 


每个柱面单位长度上的摩檫力都是 2 ji 7 1 u / h i ( RJR 1 ). 

问题 5. 设有一厚度为 A 的流体层，上边界是自由面，下边界是固定平 
面，它与水平面的央角为 《• 试确定在重力作用下该流体层的流动. 

解： 取固定平面为邛面，其 a : 軸指向流动方向（图 6). 我们求只依赖 
于2的解.在重力场中对于 〜==〃(>) 2 ! 

的纳维-斯托克斯方程是 j 

7? £ +p9sina==0> 


dp 


+ p$rcosa =0. 



在自由面上0 = /0,应有 a xz ^ i ] dv/dz 图6 

= 0, o ^ = — p = — h (h 是大气压力）.在2 = 0处应有 1) = 0. 满足这些条 
件的解是 
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pg { h — z ) m ^ a . 


2?7 

汉方向填位长度的流量为 

Q ^ p \\ dz ^ P - gi ^ f n ( L . 

问题 6. r 确定钻性 党全气 体沿圆截面管 m 哼温流 动的压力降(记住，完 
仝气体的动力粘性系数7 /与压 力无关）. 

解：在任何一段很短的管道内，假如压力梯度不是太大，可以认为气体 
是不可 m 缩的,因此，可用式 （.17. 10)，由此得 

df 8 tjQ 

■ H >— ■ ■ ■■ 二^^ • ^ _ 

dx jrpR 4 

但通过较人的距离， p 要发生变化，于是压力不是$的线性函数.根据 
状态方程，气体密度 p = mv ! kT , 这 Mm 是一个分子的质量，是坡耳兹曼常 
数.所以 


df 8 r]QkT 1 
—-—-«— • 

dx nrnR ^ p 

(显然，无论气体是否为不可) i : 缩的，气体通过管道的流量 g 都相间）.由此 
可得 


v\~v\ 


\ 6 r)QkT 

jimR A 


其中 H 是长 度为/ 的管道两端的力. 


§ 18 . 两个旋转圆柱面之间的流动 

现在我们来研究两个无限 K： 同轴圆柱面之间流体的运动，柱 
面的半径分别为/?,、馬 （私 >瓦），并分别以角速度 a ， 绕其轴 
旋转.我们取柱坐标 r*、<j6、 &其2轴沿着柱面的轴线.由对称性， 
显然有 

v z ~v. r = 0 , v^ = v(r) f p^=p(r). 

在这种情况下，柱坐标中的纳维-斯托克斯方程给出两个 方程: 

dp_pv 2 

- -一 -_ |■•帽 

dr r 


• 74 • 


( 18 . 1 ) 



dr v 
dr 2 


1 dv 
r dr 


(18.2) 


后一方程有 f 形式的解，将它代入方程得 《=± i ， 所以 

v =ar + 6/ r ， 

常数〃和&由边界条件确定，即根椐边界条件，内外柱面上的流速 
必须等于对应的柱面本身的速 度：在 r = R ' 处，〃-，在 r = R 2 
处，” = /? 2 lQ 2 . 结果我们求得速度 分布为 


v _ l-^i r I ⑷ i—Q 2 ) ^1^2 1 (A o o\ 

于是，压力分布可由式 (18.1) 直接积分求得 . 

对于 Qi = Q 2 ^ ^ 的情形，我们就有 v = nr , 即流体随柱面刚 
性地旋转.当不存在外柱面时 （ A 二0, 尽二 oo ), 得 

我们再来确定作用在柱面上的摩擦力矩.作用在内柱面单位 
面积上的摩擦力，沿着柱面的切线方向，且由式 （15, 12) 知， 它等于 
应力张量的分 ft tr 、. 利用公式 （15. 15) 得 




1/2 


dV 


2/7 


(^1 — Q 2 ) R \ 

~~ Ri~~m ~~ 


再乘以 2 nR u 即得作用在单位长度柱面上的力，把上述结果再乘 
以仏即得力矩」 1/ u 于是有 


( 18 . 4 ) 


M, = i± V(0,-^ )RlRl^ ( 18 . 4 ) 

/ l 2 ~ tli 

作用在外柱面上的力矩 i ¥ 2 显然是一见,①. 

关于§ I 7 和§ IS 中已求得的粘性流体运动方程的解，可作以 

①对干两个圆柱面的轴平行而不重合，有粘性流体在这两个圆柱面之间狭窄区 
域内运动的情形，这种更 M 杂问题的解可参看 II_E. Kg 叩 h , H.A.Iijioenh, H.B.P- 
030 , TeopemuHccKan rudpoMexanuKa, T L 2, 419 ， rocTOiMSA^C 1948) ； A. Sommerf- 
eld ， Mechanics of Deformable Bodies^ § 36, Academic Press, New York(1950). 
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下一般性的说明.在所有这些情况下，凡用來确定速度分布的方 
程中的非线性项都恒等于零，所以我们实际上是解线性 
方程， 这就使问题简单得多.由于这个原因，这些解也全都满足不 
可压缩理想流体的运动方程，比如 （10. 2) 和 （10. 3) 形式的方程.这 
就是公式 （17. 1) 和 (18. 3) 全都不包含粘性系数的原因.因为压力 
梯度是由粘性所引起的， 所以 粘性系数只出现在象 （17. 9) 这样的 
公式中，这些式子把流体中的速度和压力梯度联系起来;对理想流 
体，即使没有压力梯度，它也能在管道内流动. 

§19. 相似律 

在研究粘性流体运动时，通过对各种物理量的量纲作简单分 
析，可以获得一些重要结果.我们来考虑任一特定类型的运动，例 
如某个确定形状的物体通过流体的运动.假如物体不是球体，还 
必须指出它的运动方向，例如椭球是沿最长轴还是最短轴方向运 
动.或者，换个提法，我们来考虑流体在边界形状确定的区域（如 
给定截面形状的管道等）中流动. 

在这种情况下，我们就说形状相同的物体是 几何相 似的： 即这 
些物体相互之间，可按同一比例改变其中一个物体的所有线度而 
得到另一个.因此，假如物体的形状是给定的，只要指出其中任何 
一个线度(如球体或圆管的半径，偏心率已知的椭球的•一个半轴 
等)，就足以确定其全部尺寸. 

现在，我们将考虑定常流.例如，若讨论绕固体的流动（为确 
定起见，下面我们将讨论这种情况），则来流速度应为常数.我们 
还假设流体是不可压缩的. 

在流体动力学方程组（纳维-斯托克斯方程组)里，就表征流 
体本身特性的参数而言，只出现运动粘性系数 V = 7?/ P . 还有，求 
解这个方程组所必须确定的未知函数是速度和 p / P , 这里 P/P 
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是压力与不变密度 P 的比值.再者，流动依赖子在流体中运动 
的物体的形状、尺寸以及它的速度.这些都作为边界条件制约流 
动.由于物体形状假定是已知的，它的几何特性可由一个线度加 
以确定，现用 Z 表示这个线度.设来流速度为于是任何流动 
都是由1«和；这三个参数确定.这些量的量纲 如下： 

[厘米 2 ]/[秒 ], Z =[厘米 ], W =[ 厘米]/[秒] 

容易证明，由以上三个量只能构成一个无量纲量，即 W / V . 这个 

组合称为雷诺数，并用 i ? 表示： 

R — pul jrj — ul jv^ (19.1) 

任何其它的无量纲参数都可写成及的函数. 

现在我们就用〖和 w 来分别量度长度和速度，也就是说，可引 
进无量纲变量 r / Z 和因为唯一的无量纲参数是雷诺数，显 

然解不可压缩流方程组所得的速度分布由 

^v = uf(r/l, R) (19.2) 

形式的函数给出.由此式看出，在同一类型的两个不同流动中（例 
如不同粘性的流体绕不同半径球体流动），若它们的雷诺数相同， 
则速度与比值 r " 的函数关系是相同的.凡只要改变坐标 
和速度的量度单位，就可从一个流动得出另一个流动，我们就称这 
些流动是相似的.因而具有相同雷诺数的同类流动是相似的.这 
就叫做相似律(雷诺 1883), 

类似于 （19. 2)，可以写出流体中的压力分布公式.为此，我们 
必须由参数 V ， 〖和 w 作出某个量纲为压力除以密度的量，比如，这 
个量可以是?/ 2 .于是我们可以说，： P / P « 2 是无量纲变量 r / Z 和无 
量纲参数 W 的函数.所以 

p^pu 2 f(rfl,R). (19.3) 

最后，类似的考虑也可适用于这样一 些量： 它们描写流动的特 
性，但不是坐标的函数.例如作用在物体上的阻力，就是这样一 
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个量.我们可 以说： 阻力#与用 V，//, Z ， p 组成的并具有力的量纲 
的某个量之比必定只是雷诺数的函数.比如，组合成力 

的量纲可以是 P « 2 Z 2 . 因而 

F^puH 2 f(R). (19.4) 

若重力对流动有重要作用，则流动不是由三个参数确定，而是 
由乙》， v 和重力加速度0这四个参数确定.由这四个参数可构成 
两个独立的无量纲量，而不是一个.比如，这两个量可以是雷诺数 
和弗劳德数，弗劳德数为 

F 二 u”lg 、 (19.5) 

在公式 （19. 2)—(19. 4) 中，函数/此时将不只依赖于一个参数，而 
是依赖于两个参数0?和 厂)， 因而，只有当这两个数值都相同时， 
两个流动才是相似的. 

最后，我们可以提一下非定常流.要描述一个确定类型的非 
定常流的特征,不仅要由 fi >，， w J ， 而且还要有表示其流动特征的 
某时间间隔 T ， 后者确定流动的变化率.例如，当浸没在流体中的 
确定形状的固体，按一定的规律振动时， r 就可以是振动的周期. 
由 v ， M ， Z , r 这四个量，我们又可以组成两个独立的无量纲量，这两 

个量可以是雷诺数以及有时所称的斯 特鲁哈 ( Strouhal ) 数 

S ^ ut /1. (19.6) 

在这种情况下，只有当这两 个数的 数值相同时，才存在相似流动. 
若流体振动是自发地发生的（而不是在给定的外激发力作用 

下发生的），则对于确定类型的运动， S 就是及的确定 函数： 

S = f(R). 

§20. 斯托克斯公式 

在小雷诺数流动的情况下，纳维-斯托克斯方程可大为简化. 
对于不可压缩流体的定常流，方程为 

* 78 * 



P P 

量 O . V ) 幻的量级为和 《与 § 19 中意义相同.量 0?/ p)Ar 
的量级为 —I pi 2 • 这两个量的比值就是雷诺数.因而如果雷诺 
数很小， Wil (^- V )^ 可以忽略，运动方程可化为线性方程 

U △幻一 二 0. (20.1) 

再加上连续方程 

▽ •幻=0， (20.2) 

确定运动的方程组就完备了.如对方程 (20.1) 取旋度，还可得到 
方程 

A(V x ^0. (20.3) 

此式也是有用的. 

作为一个例子，我们来研究球在粘性流体中的勻速育线运动. 
很清楚，球的这种运动，与给定无穷远处来流速度为 w 的流体绕 
固定球的流动，两者在问题性质上是完全等价的.前一个问题中 
的速度分布，可简单地由后一个问题中的速度分布减去 w 而得到； 
这样一来，在无穷远处流体静止，而球以速度一 U 运动.如果我们 
把流动看作是定常的，当然必须是讨论静止球体绕流；因为当球运 
动时，空间中任何一点的流体速度是随时间变化的. 

于是，在无穷远处应有幻二 W ; 我们写成 = + 所以在无 

穷远， V 是零.因为 = = V 可写成某个矢量的旋度: 

A + u 我们知道，极矢量的旋度是一个轴矢量，反之亦 
然.因为速度是一个普通的极矢量，所以 A —定是轴矢量.现在 
幻(因而 A ) 只依赖于矢径 r (原点取在球心）和参数 u ， 这两个矢 

量都是极矢量.而且， A 显然必须是 it 的线性函数.对于完全对 
称的物体(球)，由两个极矢量可构成的这种轴矢量只有矢积 rx 
u . 所以 A 必定具有 /'( r)nxw 的形式，这里 f ( r *) 只是 r 大小 
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的函数，而 n 是矢径方向的卓位矢量.乘积 f ( r ) n 可写成函数 
/( r ) 的梯度 V /( r )， 所以 A 的一般形式是 V/ x u . 于是我们可将 
速度 V 写成 

幻 ’ 二 ▽>< [V/xi/], 

因为 w 是常矢量， v/x W 二 vx (/ u ), 所以 

▽ x (▽ x (/ w )) 十 w (20. 4) 

为了确定函数/，我们利用方程 (20. 3). 因为- 
Vx^-yx [yx (v x (/«))] = [▽(▽•)—△]▽>< ( fu ) 
-~AEvx (/u)], 

所以 （20. 3) 写成 

△ 2 [VX (/u)] = 0; 

或者，因为 w 二常矢量， 

△ 2 (V/xw):[A 2 (v/)]x u = 0 

由此得出 A 2 ( V /)=0. (20.5) 

初积分给出 

△ 2 /= 常数. 

容易看出，这个常数必须为零，这是因为在无穷远处速度幻必须 
为零，且它的导数也必须为零.表达式 A 2 / 包含/的四阶导数，而 
速度由/的二阶导数给出.于是我们有 


因而 


△ 2 /三 



△f 二 2 a/r + A . 

若无穷远处速度为零，则常 数乂必 须为零.由 Af =2 a / r , 我们得 

f = ar + b/r (20.6) 

附加的常数是无关紧要的（因为速度由/的导数给出)，所以省略 


不 写了， 
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把它代入 (20. 4)， 经简单计算得 


X ?二 u 一 a —— 


u-rn(u-n) ^3n(u - n) ~u 


(2(X7) 


常数《和&必须由以下的边界条件 确定： 在球的表面 r 


o , 即 


u — j + np . n ) .，％ 上 


因为这个方程必须对所有的 n 都成立，所以 w 和 n(i^n) 的系数 
必须都是零： 


1+1 


—1 = 0 , 


a 36 


因而 0= 音/?， 6 = +丑 3 •于是最后得 


f^~Rr ++i? 3 /r 


( 20 . 8 ) 


3 D u + n(u-n) 

jK - 

4 r 


1 丑 3 u —3n(u.n) 

4 P ^ 


(20.9) 


或用球坐标分量 


_ 十—醬 +!；]， 


—— Msin 


4r 4r 3 


( 20 . 10 ) 


上式给出运动的球面附近的速度分布.为确定压力，把 (20. 4) 代 
A (20.1)： 

WP^r}Av = r]AlW x(yx (/u))] =”△[▽(▽• (/u))-uA/]. 

但 A 2 / 二0,所以 


▽ 沪二 ▽[>△(▽• (/w))] = \7[r7WV(A/)]. 


于是 




(20. 11) 
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这里仏 是无穷远处流体的压力; 将/ •代换以后，得最终表达式 

^ = ^-1-77^/?. (20.12) 

2 〆 

利用以上公式，我们可以计算运动流体作用在球上的力，(或 
者，同样地，即球穿过流体运动时，作用在球上的阻力）.为此，我 
们取球坐标，以其极轴平行于 U ; 由于对称性，所有的量只是 r 和 
极角0的函数.力 F 显然平行于速度 u . 力的大小可由 （15. 12) 
确定.由此公式，取作用在球面元上力的分量 —— 垂直于和相切 
于表面的分量，并把这两个分量投影在 w 方向上，我们得 

F — ^ ( — j>coaO fa , rr cos9~~a ， T9 sin$)df. ( 20 - 13 ) 


这里积分区域是整个球面. 

把表达式 （20. 10) 代入以下 公式: 


a TT = 2?? 


dV r 


+丄、， 

T) r dd 3r r / 


(见 (15. 17))， 我们得，在球面上 


(J rr ~ 0 ? CT rs~ 


i 7 ! 

2 R 


Usin9 


而压力 （2( L 12) 是 


V 二 To 


^ ncosQ 


于是积分 (20. 13) 化为 


r^_ Zrju 

M I - • *■ ■ 

2 R 


Odf 9 


或最后有® 


F :二 QcrRriu ， 


( 20 . 14 ) 


①为了今后某些应用，可以指出 . 若用速度公式 (20.7) 进行计算（常数 n 和石是 
未定的〉，我们得 


• S 2 # 


F ^ S , Ta 7 ju . 


(20.14a) 



这个公式称为斯托克斯 公式， 它给出球在流体中缓慢运动时 
所受的阻力.我们注意到，阻力与速度和物体线度的一次方成正 
比①. 

阻力对速度和物体线度的这种依赖关系对其它形状物体的缓 
慢运动也是适用的.作用 ft 任意形状物体上阻力的方向与速度方 

向是不同的， F 与 W 关系式的一般形式可写成 

h ik u k , (20.15) 

这里是与速度无关的二阶张量.重要的是要注意，这个张量是 
对称张量0^ .二化 ,)； 这个结果是在速度取线性近似的情况下才保 
持正确，并且这个结果是作为柯消散过程的缓慢运动所适用的普 
遍规律的一个特殊 情况吹 

刚才对球体绕流所得的解，在远离球体的地方，即使是雷诺数 
很小时，也是不适用的.为了弄清这一点，我们估算式 (20. 1) 中略 
去的项的大小.在距离较远处，速度是 U . 由 （20.9) 式 
看出.在这种距离上，速度的导数具有 uRiv ^ 的量级.因而(心 ▽) 
^具有 u 2 R / t 2 的量级.在方程 （20. 1) 中保留的项，比如 （ l / p)Vh 
具有7 7 /^/ /0 7* 3 的量级（见(20.12)).条件 

w ?;/?/ pr 3 》 M 2 i ?/ r 2 

只有在距离 t 《 v ! u 处才成立，这里 y = vip . 在较大的距离处，略 

去这些项是不合理的，因而所求得的速度分布是不正确的. 

• » * 

.■ 、 ， - • 

① 也可算出缓慢运动的任意形状椭球的阻力.对应的公式可参看 H . Lamb ， 
Hydrodynami cs , 6 th . ed . ，％ 339, Combridge (1932). 这里给出半径为丑的平面圆盘 

运动阻力的极限表达式，对于圆盘沿垂直于其平面的方向运动的情形，则有 

F = l 6 t ] Ru . 

对于同样的圆盘在其自身乎面内运动的情形，则有 

F = Z 2 r } Ru / 3- 

* . • 一 

② 例如，参看 JL 3•朗道 E . M •栗弗席茨著，杨训恺等译，统计物理学，§120人 
民教育出社版 1964. 
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为了求得远离物体处的速度分布，必须考虑 (20.1) 中略去的 
项▽拎.因为在这呰距离处，速度 r 与 u 近乎相等，我们可近似 
地用 u * v 代替 ^ V . 因而在远距离处，我们得到关于速度的线性 
方程[奥森， （ C . W . Oseen )1910] 为 

( w . v)*r 二一丄 ▽/? + v △幻. (20.16) 

P 

我们不准备在这里给出这个球体绕流方程的解①.而只是说 
明，这样所求得的速度分布可用来推导作用在球体上阻力的更精 
确公式，它包含阻力按雷诺数的幂次展开式的第二项.这 

公式是② 

F = ^ jtrjuR(l -h ZuR / Sv ), (20.17) 

最后，需要指出，在解无限长圆柱的横向绕流问题时，从一开 
始就必须用奥森方程;在这种情况下，方程 （20.1) 没有这样 的解: 
它既满足柱体表面上的边界条件，同时又在无穷远处为零.作用 
在单位圆柱长上的阻力可求出为 

F ^- - 4jt71 ~. —• (20.18) 

—— V — In { uRjAv ) 

这里 V = 0.57 7 是欧拉常数. 

问 题 

% * ■ 

问題 1. 设有两个同心球面，半径为 A ， R 2 ( R z > R ,). 它们分别以匀角速 

① 对球体和柱体的详细计算可参看 H . E . Kouhh ， II . A _ Kh 6 chb ， H . B . Poae . Te - 
opeTH 明 CKatt rHApoMesaHHKa ， n . 2, Chapter II §§25— 26, rocwxa ^ aT ，（1948)， H . 
Lamb ， Hydrodynamics ，6 th ed ，§§342-3, Cambridge (1932). 

② 初看起来，因为奥森方程没有准确地给出球体附近的速度分布，似乎这个方 
程不能用来计算阻力的修正项.但事实上，由邻近流体（这里《<< 17 ^)运动而产生的 
阻力应按矢置 U 的幂展开.因而邻近洸沐运动产生的 F 中第一个非笨修正项是正比 
于 Vii ， 即具有雷诺数的二次方.所以它不影响公式 (20.17) 中一次方修正项.对斯 
托克斯公式的进一步修正不能由奥森公式算出. 


0 
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度 1上和0 2 绕不同的直径 旋转； 两球面间充满流体.涫诺数仏珩/V和 
沾识/V与1相比是个小量.试确定球面间流体的运动. 

解： 由于方程是线性的，两个旋转球面间的运动可看作是两个运动的叠 
加，这两个运动分别是当一个球面静止而另一个球面旋转时求得的.先令 
= 0,即只有内球面在旋转.可合理地设想各点流体的速度都和一个圆相切， 
这些圆的圆心在转軸上，圆平面垂直于转轴.根据轴对称性，沿这个方向的 
压力梯度为零. 因而运 动方程 （20. 1) 变成 △t> = 0. 角速度矢量仏是一个轴 

矢量.作类似于前面所作的讨论，可以表明，速度可写成 

*>=VX[/(r)Q,] = (▽/) XQi. 

干是运动方程给出 [▽(△/)] XQ t = 0, 因为矢量 ▽(△/■) 平行于矢径，且对于 
给定的 h 和任意的 r 而言，矢积不为零，我们必定有 ▽(△/)=<) 所以 

常数， 

积分得 


f = ar z + 


y = Xr , 


常数 fl 和 & 由以下条件确定：当 r = ft 2 时 u = 0, 又尚 r = 时 v ^= a , 这里 u 


=^i Xr 是旋转球面上各点的速度.结果是 


Rim 

n3 n 3 
xt：7 一 XI 1 


(^~w) 




流体 m 力是常数0 =仏).奥似地，对外球旋转内球諍」 h( 仏 =o) 的情形，我 
们有 




在两个球都旋转的一般情况下，我 n 有 

-爲!&-忐>,糾(泠-分4 

若设有外球（札= 00，《0 2 = 0),即只有一个半径为 i? 的球，在无限大的流 
体区域中旋转，则 

P 3 

<^ =—OXr, 

r 3 

我们来计算这种情况下作用在球上的摩擦 力矩. 取球坐标，其极轴平行于 t 
我们有 V* = = = v = ( R 3 i 2 / r z ) sin0, 作用在球面单位面积上的摩擦力 
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^ ~ V 


idv V \ 

\ 9 r r J 


qQ^\wO 


作用在球上的总力矩是 


^R^in 6^ 2 jtR 2 sinOdO 9 


于是我们得 


8jtr}R z Q t 


若没有内球， v ^ Q , Xr y 即流体只是随着包围它的球面而刚性地旋转. 
问题2 •设 有一 钻性系数为7； ' 的球, 形流体小滴，在苋力作用下，运动于 
粘性系数为"的流体中，求小滴的速度（黎布钦斯基 1911). 

解： 我们采炤这样一种坐标 系：在 这坐标系中，流体小滴静止不动.对 
小滴外面的流体，我们还是求方程 （20.5) 的具苻 （20.6) 形式的解，所以速度 
有 (20. ?) 的形式.对于滴内流体，必须找在 r-0 处没有奇点的解（因而用于 
确定速度的/的二阶导数在 r-0 处也必须保持有限值）.这个解是 


f =± Ar z ^^ Br \ 


而对应的速度为 


Au-\^Br lv L n(u*n) — 2u] 9 


在球面上'必须满足下面条件_即滴外和滴内的法向速度 分最％ 和〜应为 
零： 




切向速度分量必须 连续: 


应力张量的分量亦应如此 




^ i . r 9 — ^ e . rO . 


应力张量分蛩心，，彼此相缭的条件毋须写出，这个条件可以确定所要求的速 


①我们可以略去运动过程中流体滴的形状的变化，因为这种变化是更髙阶的少 
量. 但应记住，为使运动的滴事实上是球形的，由于边界上表面张力引起的力必须超 
过压差引起的力，后者倾向于使流体滴成为非球形.这意味着应有 

j]ul R<^a 丨 R 、 

这里 a 是表面张力系数，或用 u 〜 Rtgp / f ] 代入 ，得- 

丑《\/ a/pg 9 





度 M ，而用下面给出的方法求更筒单 • 由上面四个条件，我们得到关于常 
数 a ， u ， s 的四个方程，这些方程的解是 

g - i ? 27?+3y? ' 

0 


b = R s 


V 

4(7/ 


心 — B 妒 士 

2(” + 々 ） 

按 （20. 14 o ) 式，阻力为 

F = 2jtU7]R(2r} J r3r] f ) /(" + ??’)• 

当 7 ?'— 00 ( 对应于固体球），此忒变成斯托克斯公式.在 V — O 的极限情形 

(对应于气泡），我们有即这时阻力是作用在固体球上阻力的 
2/3. 

让尸等于作用在小滴 h 的重力 ^ R 1 (P — P 我们得 

u _2 R 2 g ( p ~ p r ) (?? + ??') 

377(2" + 3ttT ~ • 


问題1两块平行的平面圆盘（直径均为丑），一个位于另一个上方，相隔 
--小段距离，两盘之间充满着流体.两盘相互问以等速 w 排开流体而靠近, 
试确定盘子运动所受的阻力.（雷诺） 

解： 我们取拄坐标，原点在下盘中心，并设下盘固定.流动是轴对称的.且 
因为流体层较薄，所以主要是径向 流动： 〜《心，词时还有 9 v r ! 9 r <^ 9 vj 9 z , 
于是运动方程为 


n 


9 2 v r 


dr 


dz 


= 0, 


1 9(rv r ) 

r 9r ^ dz ~ ^ 

其边界条件为 

在 ； s = 0 处： v r ~ v z =^ 0 f 
在 js = 处： v r = 0, = 

弃 r = R 处 •• ，p = p 0 . 

这里 A 是两盘间距离， h 是外界匝力.由方程（1)，我们得 


(X) 

( 2 ) 
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将方程 （2) 对 3 进行积分得 


因而 

运动盘所受的总阻力是 



F ^^ Jtr / uR 4 / 2 h s 9 


§21. 层流尾迹 

在粘性流体绕固体的定常流动中，在物体后面较远地方的流 
动具有某些特征，我们可以独立地研究这些特征，而不涉及物体的 
具体形状. 

用 U 表示来流的恒定速度，我们取 U 的方向为 X 轴，原点取在 
物体内某处.任一点的实际流速可写成口+ %在无穷远处， w 为 

零. 

我们发现，在物体后面较远的地方，只有在 X 轴附近相当窄的 
范围内，速度 r 才显著地异于零.这个区域就称为层流尾迹①，只 
有沿着十分靠近物体的流线运动的流体质点才能进入这个区域. 
因而尾迹中的流动本质上是有旋流.另一方面，对于不靠近物体 
的流线上的任何点，粘性几乎没有影响.来流中的涡量为零，而在 
这些流线上，涡量实际上保持为零，就像在理想流体中那样.于 
是，除了尾迹以外，离物体较远的流动处处可看作是势流. 

我们来推导一些公式，以便把尾迹中流动的性质与作用在物 
体上的力联系起来.通过包围物体的任一封闭曲面，流体所输运 

的总动量等于动量通量密度张量在该曲面上的 积分 ： f 张 

量分量 n “是’ 

① 以便与湍流尾迹相区别，见 § 36 # 
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n iJfc =p6 ik +p(z7 i +v t ) 

我们把压力写成 P ^- Vo J rP ， 的形式，这里 h 是无穷远处的压力.常 
数项 

V ^^ pUiU , 

f% 

的积分得零，这是因为在一封闭曲面上的矢量积分 （) d / 是零•积 
分 Ropy W /,. 也为零，因为所讨论的体积中的流体总质量是不变 

r% 

的，所以通过包围着这个体积的曲面的总流量 （) PW ^/ 应为零. 

最后，离物体很远地方的速度 W 与 U 相比是个小量.因此，若所讨 
论的曲面离物体足够远，则 n iA : 中的项 pva 与 pu k v i 相比就可 
略去不计.干是总的动量通量是 

()+ pU h Vi)df k . 

现在我们取所讨论的流体体积是介于两个 z = 常数的无限平 
面之间的体积，这两个平面中的一个在物体之前很远的地方，一个 
在物体之后很远的地方.在无穷远处“横侧”表面上，±述积分为 
零（因为在无穷远处，=幻=0)，所以只要在两个平面上积分就够 
了.因而，所求得的动量通量显然是通过前平面流来的总动量通 
量和通过后平面流走的总动量通量之差.而这个差值就是每单位 
时间由流体传递给物体的动量，即作用在物体上的力 
于是，这个力的分量为 

尸 f ( jj-j (*)« - pUv x ) dydz 9 

X ^ x 2 x = XI 

F^^-^pUvydydz, 

iC ^ 2 3T 1 

F z -=^\\~~^pUv z dydz m 

^ » X 2 JC ' ' X i 
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这里积分区域是整个无限平面 Z 二 4( 在物体后面很远的地 
方）和 z = r 2 (在物体前面很远的地方).我们先来讨论心的表 
达式. 

尾迹以外是势流，所以伯努利方程成立 

p ++p(U + < i0 2 = 常数三 Po+ ~pC/ 2 

或者， 与 pUi 相比，略去 j 项，有 

f 二 一 pUv x . 

我们看到，在这样的近似情况下，在尾迹以外，' 中的积分处处为 
零.换句话说，在平面 々（它 位于物体的前面，不与尾迹相交) 
上，积分为零，而在平面 z = h 上积分只需在尾迹横截面所对应的 
面积上进行.但在尾迹之内，压力变化妒的量级为 pv \ 即与 
相比是个小量.于是得到物体上的阻力为 

碡 碌 

F x — — pU Vjdydz. ( 21 . 1 ) 

这里积分是在物体后面远处尾迹的整个横截面上计算的.当然， 

尾迹内的速度〜是负的，这里流体运动比不存在物体时要慢些. 

* • 

- W • 

应注意， （21.1) 中积分给出的通过尾迹的流量达不到不存在物体 

• ▼ • « • 

禱况下的相应数值. 

■ 知 ■_ ▲ ■瀵 

瑰在来研究使物体作横向运动的力（其分量为 F ,， F z \ 这个 
力称为 升力. 尾迹外面是势流，可写成〜二邛/办，〜二辟/々；平 
面^二 h 不涉及尾迹，在它上面的积分 为零： 

^Vydydz=^ ^^dydz=^O y = 

这是因为在无穷远处 4 = 0. 所以得升力 

F y ^~ pU j " J Vydydz, F z = — pU f [v z dydz. (21.2) 

• ^ J J 

在此二式中仍然只须在尾迹的横截面上取积分.若物体有个对称 
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轴（不必完全轴对称)，且流动平行于这个轴，则绕物体的流动也有 
个对称轴.在这种情况下，升力当然为零. 

我们来研究尾迹中的流动.对纳维■'斯托克斯方程中各项量 
级的估 U 表明，在离物体的距离为 r 处，只要项一 
般可以略去不计(参看§ 20开头关于相反条件的推导)；在这些距 
离处，尾迹外面的流动可当作势流.但对尾迹内部而言，即使在这 
些距离处，该项还是不能略去，因为橫向导数 9 2 %>/ dy \ 3%/把比 
起3%/以 2 是个大量. 

在尾迹里面，纳维-斯托克斯方程中项 ( fV ) t 的量级是 


0/ + t，) 


dv Uv 

署 ^> — ■ 

9 x X 



项的量级是 

於 〜 V JL 

dy 2 Y 2 1 

这里 r 表示尾迹宽度，即从 X 轴至速度幻显著烕小之处的距离的 
量级.若这两项大小相当，可得 

Y 〜 ^/-vxIlT. (21.3) 

事实上，由的假设条件可知， r 这个量与 r 相比是个小 
量.所以层流尾迹的宽度是随与物体距离的平方根而增加的. 

为了求出尾迹中速度如何随^增加而减小的变化关系，我们 

• ■ ■ • 

回到公式（ 2 1.1).积分区域面积为 F 2 的 量级. 因而可估算出该 
积分约为 F x ^ pUvY \ 再利用关系式 (21. 3) 得 

v 〜 F 工 Ipvx. (21. 4) 


问 题 

问题 1. 试确定有阻力和升力的情况下层流尾迹内的流动. 

解： 把纳维-斯托克斯方程中的速度写成 U + v 的形式，并（在远离物体 
处）略去含0二次方的项，我们得 
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嗜一 v (f)+ 


V 


(宗十 


d^J 


上式已略去了 中的项沪现在来求 


+ A 形式的解，其中 A 满足 





f^Vj | ^V,\ 
\9y 2 ^ dz 1 r 


由于原来方程中有一项一 V ( Wp ) 而出现的项 IV ，可当作是某个标量的梯度 
▽少来求.因为在远离物体处，少对 a 的导数比起对 y 和=的导数是个小量， 
按相同的近似，我们可以略去 r x 中的项3少/抑，即取。 = r l3r . 

于是我们得心的方程 


9x 



9y z 1 dz 1 ) 


在形式上这个方程与二维导热方程相同，用 z / f / 代替了时间，用粘性系数 v 
代替了导温系数.若要求方程的解符合随 g 和; S 的增大而减小的规律（对固 
定的^而言），并且当 a :->0 时能给出一个无限窄的尾迹（在目前近似程度下, 
认为物体尺度很小），则这种解〜应是（见 §51) 



Jr_ 

Air pv 


__(y^ V {y - ^ z^- )f\vs 
X 


(3) 


利用公式 （21.1)， 此式中的常系数已用阻力表示.由于〜迅速减小， 
(21. 1) 中沿 y 和 S 的积分域可扩 展到士 CO . 若用球坐标 7*, 0，0代替直角 
坐标，且以0：轴为极轴，则尾迹区域 Ciy l + z 2 V n « x ) 对应于 6 k < l . 在这种坐 
标中，公式 (1) 变成， 




( 1 -) 


〜中略去的项 20/^ r ( cJ ) 由下面的公式 ( 3 ) 给出）应按 l / f 而更迅速地减小. 

和必须具有与 a ) 相同的形式.我们取升力的方向作为 y 轴 : 的 
方向（因而 ^ = 0) ,因为在无穷远处 （ 1> = 0,稂据 （21, 2) 我们有 



\.S^ Vydydz= \\( viu ^) dydz 





\\v Xz dydz = 0^ 


由这些条件确定和?^中的常数，即得 


S 2 • 




4npv X 




~dz 


(2) 


为了求出函数我们作如下运算.根据连续方程 


将 （2) 式代入，我们有 


V -1； 


dy 



= 0 ; 


( d 1 

\^ y z 

将此方程对^求导数，并利用〜 


+y 智". 

所满足的方程，我们得 



因而 


9^> _ V dv xv 
dx U 9y 

最后，以的表达式代入，弁对 T 积分，得 


<|)= 

Fy y 

e -V(y^ + 

z 2 }/4v T 

• 

— 1 


27tpJJ y l 





(3) 


选择积分常数应使得当2/=2 = 0时， O 保持有限值.在球坐标中（方位角 
从；平面量起） 



Fv 

2itpU 


COS 0 


r6 


€ 


一 l：r f\v 



) 


由 （2) 和 （3) 看出，以、〜与〜不同的是，随着与屈迹“轴”的距离增大，不 
仅含有随0指数地减少的项（对给定的 r )， 还含有只随 I / O 1 减少的项. 

不出所料，定性结果 (21. 3) 和 (21.4) 与上述公式是相符合的.如果没有 
升力，尾迹中的流动就是轴对称的. 

问题 2. 试确定远离物体处尾迹外面的流动. 

解:假设尾迹外面是势流.因为我们所关心的只是势伞中随距离戚小 

得最缓慢的项，所以寻求拉普拉斯方程 A 中= 0具有以下两项之和 的解： 

< . 

r r 


其中第一项是中心对称的且与力 Px 有关，而第二顼是关于 W 平面对称的且 
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与力有关. 

利用球坐标中的表达式，我们得函数/(60的方程 


dO \ 


sin 0 


d [\ 

tie) 


sin 


当 <9— 时，这个方程的有界解是 f =心吆必须确定系数6以便给出心的 

正确值.但利用以下事实处 M 更为简单，即 O /^) 1 U 《0《1 的范围内 ，◊的 
这一部分一定要与表达式 

中_ F v cos ^ 

2jtpU r9 

相同，这个表达式是由问题 1 中关 于尾 迹内 O 的公式 （3') 得到的.因而 


4 nplT 

为了确定系数 a ， 我们注意到，像通过任何封闭曲面的情形一样，通过半 
径 r 很大的球面>5的总质量通量为零.通过尾迹与 S 相交部 分&流 入的流 


量是 


一 | \v x dydz 


mi. 

w 


因而通过球面其余部分一定有相同的最流出，即一定有 




pV 


由于& 与沒相比是个小量，我们可以令 


m df — — Aita = V x l f>U 、 


所以 


AjtpU 


以上两式之和给出了问题的 全解: 


O = 


4itpUr 


(^-F x - i rF if (ios<l> c tg 香 ), 


( 1 ) 


此式给出远禽物体处尾迹外面各点的流动.随着距离 r 的增加，勢 O 按 1 /r 
减少，所以速度《按1/产减小.若没有升力，则尾迹外面的流动是球对称 

的. 
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§22. 悬浮流体的粘性 

流体中悬浮着大量的细小固体颗粒，就形成悬浮 流体. 如果 
我们所研究的现象,其特征长度比颗粒的尺度大得多，就可以把悬 
浮流体看作是均勻介质.这种介质具有有效粘性系数仏它与原 
来流体的粘性系数％是不同的.对于悬浮颗粒浓度很小的情形 
(即颗粒总体积与流体体积之比是个小量)，可以算出这个值.对 

于球形颗粒的情形，这种计算是相当简雄的（爱因斯坦， 1906). 

首先必须考虑浸在流体中的黾个固体小球对流动的影响，该 
流动的速度梯度是常量.设未受扰的流动由线性速度分布 

^oi ~ k^k ( 22 . 1 ) 

描述，其中是常对称张量.流体压力是常数 

常数， 

在下面我们取八为零，就是说只计算对这个常数的偏差值.若流 
体是不可压缩的(▽•%) = 0)，则张量〜对角线元素的和一定是零 

< x t i = 0, (22. 2) 

现在设有半径为的小球置于原点.用 I 二％ + %表示因 
小球存在而改变了的流体速度.在无穷远处％必定为零;但在小 
球附近，％与相比不是小量.由流动的对称性，显然球保持静 
止，所以边界条件是在 r 二开处， = 

运动方程 (20.1) 到 （20. 3) 所要求的解，可以立即由解 (20. 4) 
并用(20_6)所给定的函数/求得，只要注意这个解的空间导数也 
是方程组的解.在目前情况下，我们希望求得一个解，它以张量 
的分量作为参数(而不像§ 20中那样依赖子矢量 W ). 这样一 
个解是 

^i=Vx (.Vx [(<*•▽)/]}. 
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9 2 Af 

dX t dx k 


这里 (<*•▽)/ 表示其分量为 a u ^ f /3^ 的矢量.把以上两式展开， 


并确定函数 


f=ar + b/r 

中的常数 a 和6,使之满足小球表面的边界条件，我们得出速度和 
压力的公式如下 


5 

2 


7? 5 R 


3、 


r 




R 5 


戊 i k n k^ 


( 22 . 3 ) 


P = 


5命 


i k^i^k 




这里口 是矢径方向的单位矢量. 

现在回到确定悬浮流体有效粘性系数的问题，我们来计算动 
量通量密度张量 IIu (对体积)的平均值.按照对于速度的线性近 
似，张量 n ;* 与应力张量一 是相等的，即有 


^ i k — 


1 


V 


(^ikdV, 


(22. 4) 


这里可在半径很大的球体积 F 上取积分，然后让半径延伸到无限 

远. 


首先，我们有恒等式 



(22. 5) 


除了固体小球内部之外，上式右边的被积函数 为零； 因为假设悬 
浮流体的浓度很小，可先对只有单个小球的情形计算这个积分， 
这时似乎別的小球并不存在，然后乘上悬浮流体的浓度 c ( 单位体 
积内小球的个数).直接计算这个积分需要研究球中的内应力.但 
我们可以把这个体积分转换到无限大球面上的面积分来克服这个 
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困难，设这个无限大的球面完全处在流体中.为此，我们注意到由 


运动方程 dcr . Jdx ^ O , 便可得出恒等式 
因此，把体积分转换成面积分可写成 



+ c {(XnX.dfi — riQiVidf^Vkdfi)}. 

因为 平均压力必定为零，我们略去了？项. f 是个标量， 它 必须由 
分量的线性组合给出，而这个唯一的标量是 aii = o . 

在计算半径很大的球面上的积分时，速度表达式 (22. 3) 中只 

须保留 1/ r * 2 量级的项.经过简单计算，得出积分的值为 

ct] (} -20TtR 3 {5a lm n i n k n l n m — 0 ^%界山 

这里一横表示对各个方向的单位矢量 n 取平均.通过取平均值①， 
我们最后得 

k = + k - y^ t/2 3 c. (22. 6) 

第二项与第一项的比值确定了为给出悬浮流体有效粘性系数 
所要求的相对修正量.如果我们只关心一级小量的修正量，可取 
第一项为 2 r ) 0 (, ik . 于是我们得悬浮流体的有效粘性系 数为： 

『"。(1+吾4), (22.7) 

这里伞 =~^ c 是小球总体积与悬浮流体总体积的比值，是个 


①所要求的单位矢量分量乘积的平均值是对称张量，它只能由单位张最 A * 组 
成.因而不难求得 

tliTlk 


mnkninm ~ — ^ dikSt m + dudk m jli ) # 

lo 
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小量 • 


§23. 粘性流体运动方程的精确解 

如果粘性流体运动方程的非线性项不恒为零，解这些方程就 
会有很大困难，只有在很少几种情况下才能求得精确解.而且，至 
今还不可能对很大雷诺数的极限情况下，充满整个空间的粘性流 
体绕物体的定常流动实现全面的研究.以后我们将会看到，这样 
一种流动实际上不能保持为定常流，但是，尽管如此，求解这个问 
题还是具有方法论上的重要意义①. 

下面我们来给出关于粘性流体运动方程精确解的几个例子. 
(1) 设有一个无限大的平面圆盘浸没在粘性流体中，圆盘绕自 

身轴线均勻旋转.试确定圆盘运动所引起的流体运动（冯卡门 T. 

von Karmaa 1921). 

现取柱坐标系，以盘面为2 = 0的平面，设圆盘以角速度 D 绕 
3轴旋转.考虑 z>0 —侧为无界的流体区域.边界条件是 

v r = 0, — Qr f v z ~0 (在2 = 0处)， 

v r = 0, v 4 ~ 0 , (在 处) • 

当 z->oo 时,轴向速度〜不为零，而是趋向于一个负常数值，它由 
运动方程确定.这是因为流体有离开旋转轴的径向运动，特别是 
在圆盘附近.为了满足连续方程，就一定有来自无穷远的等速垂 

直流动.我们寻求运动方程¥列形式的解 

v r ^ r = rQG ( zi ); v z = ( v£)) 1/2 H 

p ~ — pvQP ( zi ), 式中; ^ (23.1) 

上述的速度分布表明，径向和周向速度与该点至旋转轴的距离^ 

①奥森 ( Oseen) 的“零粘性”理论与这个问题 宥关; 该理论是不能令人满意的，因 
为它基于对纳维-斯托克斯方程不合理的简化.而普朗特边界层理论（见§ 39) 不能解 
決整个流动空间的问题. 
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成正比，而在每一个水平平 面上〜 是常置. 

将上式代入纳维-斯托克斯方程和连续方程，我们得出关于函 
数好和 P 的下列 方程： 

F ? ~G 2 lF , H^F ,t y 2FG-\-G , H^G ,, t 

HW 二 P’ + H' 2F + H f ^0; ( 23 . 2) 

其中上标撇表 示对义 的导数.边界条件是 

F 二 0, G = l 9 H ~0 9 (在之 1 = 0 处） 

F — O , G = 0 , (在 2 = 00 处） 

这样我们就把本题的求解化为一个自变量的常微分方程组的积分 
问题；这个问题可用数值积分求解①.图7表示用这种方法求得 
的函数八 G 和一孖.当 心 — co 时，//的极限值是 一0.886; 换句话 
说，无穷远处流体速 度是％ (①）二 一0.886( vD ) 1 / 2 . 

作用在单位而积上并且垂直于径向的摩擦力是〜, 



①对另一个类似的问题，即圆盘静止而无穷远处流体均匀旋转的问题，已用数 
值积分求解 （ U . T . B 6 dewadt ，Zeitschrif t fiir angewandte Mathemat ik und 

MtchanikylQy 241,1940). 
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^ vOvjdz ) z ^ 忽略边缘效应，可以把作用在半径很大但为 
有限值的圆盘上的摩擦力矩写为 


: 2 2jir 2 a z ^dr = itR 4 p ^/vD 3 -G f (0). (23. 3) 

. o 

积分号前面出现因子 2 是因为圆盘有两面接触流体.函数 G 的数 
值计算给出公式 

M=-1.9iR A pVvQ Y . (23.4) 

(2) 设有两个平面壁，交成《角（图8表示这两个平面的横截 

面），有流体从两个平面的交线流出，（或流入交线)，试确定两平壁 
间的定常流动.（哈麦尔 1916) 

现取圆柱坐标系 r , 2，4，其 
中3轴沿两个平面的交线（图8中 
的点0)， 角 4的量度如图8所示. 

沿^向的流动是均匀的，并且自然 
可以假设流动完全是沿径向的，即 图 8 



v^ — v z ~0 9 v T — v(r, 


方程 (15.16 ) 给出 


dr p dr ^dr 2 


1 d 2 v, 1 dv 
r 2 d<j> 2 r dr 


1 9p . 2v dv 


pr d(j> r 2 9(f> 

dV 


0, 


由后面一个方程看出仰仅仅是 4 的函数.引进函数 


(23.5) 

(23.6) 


我们由（ 2 3_6 )式得 


2 /( 0 ) 


TV 

6v 


1 dp 12v 2 du 
p o<f> r 2 d<j> 


(23.7) 
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因此 


P 12v 2 / / x 1 r/ \ 

n uW+f(r) . 

把 这个式子代进 (23. 5)， 得 

❹十妍 6 « 2 =^* 3 />). 

由上式看出，因为左边只依赖于 A 而右边只依赖于 r ， 所以两边 
必须等于同一常数，我们把这个常数记作 2 C h 于是厂 （ r ) 二 
12 v 2 CJr \ 因此 /( r ) = 一 +常数，而压力为 

2 = (2 m — G ) + 常数. (23. 8) 

P 广 

关于我们有方程 

w" 卞 4w — ， 6z/2 : 2Cj, 

方程两端乘以 V ，并积分一次，可得 

+ 2 m 2 十 2 w 3 — 20 iU — 2(^2 — 0 * 


因此有 


2(j> ~ i 


du 


vi— 


C , 


(23.9) 


此式给出所要求的速度对 4 的依赖关系；函数 可用椭圆函数 

表示.三个常数 C U C 2 、 C 3 由以下条件确 定：边 界条件 


u 




(23.10) 


和等流量条件，就是单位时间内通过任一横截面 r = 常数的流体 
质量 G 相同 ，即 

a/2 a/2 

Q = p [ vrd(j> — 6vp ud<p. (23.11) 

- a/2 -a/2 


0 可正可负. 若 Q >0, 则二平面交线处是源，即流体由角顶流出， 

这种情况称为 扩张渠道内的流动. 若 <2<0,则交线处是汇，这称 
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为收缩渠道内的流动.比值 Wl / vp 是无量纲的，在所讨论的问题 
中起雷诺数的作用. 

首先让我们讨论收缩流动02<0).为了研究 (23. 9) — (23. 11) 
的解，我们作以下 假设： 流动对于6 = 0的平面是对称的（即 《(< A ) 
= «( — #)); 函数〃 （ W 处处是负值（即各点的速度均指向角 顶)； 且 
由0二士 a /2 处的 M -=0 单调递减到 ( j ) — 0 处的— w Q <0， 所以 

« 0 是|«|的最大值.这些假设将在下面得到证明.干是当 w 0 
时，一定有 du / d ( f > = 0 , 由此可见，是 (23. 9) 被积函数中根 
号下三次式的零点.所以可写出 

—— w 3 —— u 1 -\-Cxii-\r 0<i ~ —— Wo) { — ’ 以 2 — (1 一 Wo)^ • 

其中2是另一常数.故有 


rU 

2( f >= ±\ 


___ du __ 

VCm + Ko ) (― w 2 — (l — u^u^qY 


一 

常数如和 2 由下面 ° 两个条件确定 


(23.12) 


0 


(X 


du 


J ~^ - ™* 1 " ™ ■» ■■ W » - ■ ■ ■■遍―^ • 

v (w + Wo) { —— ir — ( 1 ——?/q) u f (f\ 9 


u 


0 


R 

*6 


lldu 


a/(m + w 0 ) {~u l — (l — u 0 )u j - q} 


(23.13) 


u 


0 


O ? 二 l <? l / vp )； 常数？必定是正数，否则这些积分就要成为复数. 
可以证明，对任意的和 a <; r ， 

上二式都有解和 A 换句话说， 

对任意张角 a 和任意雷诺数而 
言，（图9的）收缩对称流动是可 
能的.我们来详细讨论及很大情 
况下的流动.这对应于很大. 

(对4>0)方程 (23. 12) 写成 


2 


a 

2 


- ( j ) j 





V (u-ru 0 ){~u 2 ~(i~u 0 )u^qy 
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我们看出，如果 W 不接近于〜，则在整个积分区间上被积函数都很 
小.这表明，只有当6接近于时，也就是紧靠壁面附近时， 

I 刎与％ 才会有显著差别①.换句话说，几乎对所有的角4都有 
m 〜常数= — Mo ; 此夕卜，由方程 （23. 13)，还有 w 0 = 况 /6 a . 速度”本 

身是 \ Q \/ par , 得出了无粘性的势流,其速度与角度无关而与 t * 成 
反比.所以在大雷诺数下，收缩 ▲ 

渠道中的流动与理想流体的势流 
几乎没有什么区別.只有在紧贴 

壁面的薄层之内，粘性效应才显 _ 

示出来，那里速度由对应于势流 

的值迅速降到零（图 10). 图 io > 

现在设<?>0,从而出现扩张流动.我们首先还是假设流动对 
于平面0 = 0是对称的，并且假设 M (0)( 现在 w >0) 从4二■处 
的零单调增加到0处的 « o >0. 代替 (23. 13), 现在有 

r du 



0 


u {] -u){u 2 j r(l^-u 0 )u^q} 9 


▼ 

R udu 

6 • 〜 / (Uq —— u) {w 2 f~ (1 m,}) w 4~ q} 

若把看作是已知的，则 《 随 2 的减小而单调递增， 
时达到最大值 


(23.14) 


并且当？ 


max 


警 _ du _ 

-V u (Wo — ( M + 以 o _ 卜 1) 


另一方面，不难看出，对给定的 t a 是％的单调递减函数.由此 

可见，若 a 给定， 叫 便是？的单调递减函数，它的最大值对应于 g 

• • • . \ 

___ _ • - _ _ 4 * 

①可能会问，即使《^—如，这个积分又怎么能变大呢？回 答是： 当 W 很大时， 
一 V - （1 -心)《 + ? = 0有一个根接近一❿,所以根式有两个几乎重合的零点，因而在 
时，整个积分变得“几乎发散' 
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= 0, 并由上面的方程给出 . 最大值丑 二丑 max 对应于最大值《 0 •利 
用代换 

左 2 = Wo/(1+2m 0 )， 
u~u 0 cos 2 x, 


我们可以用参数形式写出及 max 对 a 的依赖关系 


/2 


a = 2(l~2k 2 y n 


dx 


0 


1 — 々 2 sin 2 a; ’ 


: r/2 


(23.15) 


R 


max 


— 6 a 


-k 


12 


l — 2k 21 V1-2FJ 


\ ~k 2 sin 2 x dx m 


o 


对于给定的张角而言，只有当雷诺数不超过一个确定值时，才可能 
有处处扩张的对称流动（图 11«). 当 a->;rU—0) 时， /? max ~>0 ; 当 
q:-> 0U—1/x/T) 时， /2 max 按 18.8/a 的规律趋于无穷大 . 



如果 R>Rm,^ 处处扩张的对称流的假设就不成立，因为条件 
(23.14) 得不到满足 . 这时在角度一 4 <4 的范围内，函数 


w(0) 必定有极大值或极小值.对应于这些极值的值又必定 
是根号下多项式的零点 . 因此很清楚，在所讨论的范围内，三项式 
W 2 + (l+M D )W + g ( 其中《。 >0, 2>0) 必定有两个负实根，所以被开 
方函数可写成 (W—M) 0+0 («+<) ，这里《。 >0, <>o, 4>o ； 
我们假设《 /<« 〖 . 显然，函数 可在％ —坞范围内变 
化 , 对应于 W(0) 的正极大值，而 M= —M; 对应于负极小值•毋 


争 
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须对这样求得的解进行详细研究，我们就可以指出， 若 dx ， 
会出现这样一个解，其中速度有一个极大值和一个极小值，流动对 
于平面4 = 0是不对称的（图 116). 当 万进一 步增大，会出现具有 
一个极小值和两个极大值的对称解(图 11 c )， 如此等等.因此，在 
这些解中，有向外和向内流动的两种区域（当然总流量 G 是正的）. 
当时，交替出现极小值和极大值的数目无限增加，所以没 
W 确定的极限解.故可强调指出，在扩张流动中，当①时，解 
并不趋于欧拉方程的解，这与收缩流动是不同的.最后我们指出， 
上述这种类型的定常扩张流动，当及增大并超过 R 職 之后，很快 
变成不稳定的，实际上发生了非定常流或湍流（第三章）. 

(3) 设一束射流，由一细管末端射出，进入充满着流体的无限 
空间，试确定其流动，——漫没射流问题.（朗道 1943). 

现取球坐标 r ， 0，以射流方向为极轴，并以射流出口点为原 
点.这种流动对于极轴是对称的，所以 心 = 0,且％， zv 只是 r 和6/ 
的函数.通过包围原点的任一封闭曲面(特别是通过无穷远处的 
封闭曲面）的总动量通量（即“射流动量”）必须相等.因而速度必定 
与 r 成反比，所以 

v r = F(0)/r f v 9 = f(6)/r 9 (23.16) 

这里 F 和/只是0的某个函数.连续方程为 

卜^涵 °^ Sin0 ) 二 0 • 

于是我们得 

F(0)^-^~fctg0. (23.17) 

由于对称性，射流中动量通量密度张量的分量恒为 
零.我们假设分量 nM 和也为零；当我们求得满足全部必要 
条件的解时，就证明了这个假设是正确的.利用张量分量的 
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表达式 （15. 17) 和公式 (23 16)， （23. 17)，不难看出，射流内动量通 
量密度张量的各分量之间保持下列关系 


sin 2 l 9 n 


2 90 


[ sin 2 0( n “_ D ] 


由此可见 n rfl = o . 所以只有分量 n, r 不为零，并且它随4而变 

T 

化.容易看出，运动方程自动满足. 

下面，我们写出 


或 


(n^—n")/p = (/ 2 + 2v/ctg0 —2v/')/r 


4(1//)/ 仞十 （ l//) c tg6 + l/2v = 0. 

这个方程的解是 

/ = — 2vsin0 / (^4 — cos0 )， 

于是由 （23. 17) 我们有 


(23.18) 


F = 2 v \~ A2 " 1 _ 1 . 

04 —cod) 2 


(23.19) 


由方程 


n e9 /p = ?>/p + /(/ + 2 vctg 0 )/r 

可求得压力分布为 

_ 4pv 2 (^4 cos 沒一 1) 
r 2 (^4—cos0) 2 


(23.20) 


由射流的动量，即射流中的总动量通量，可求得常数这个通量 
等于球面上的积分 


Yi rr cosO(Lf — 2n r 2 ri rr cos^sin OdO. 


n fr 的值由下式给出 


4p 2 「 04 2 —l) 2 


(A^cosey A-cosO y 


将它代入 积分， 计算出 
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P = W P ‘4「l + ^ =Tr 



(23.21) 


公式 (23.16) — (23. 21) 给出了这个问题的解①. 

流线由方程 dr / v T ^ rd 6 ! v e 确定，对此方程进行积分，给出 

r sin 2 0/(/4—cos0) = 常数. 


图12表示射流中的流线(对 A >1) 



我们来考虑两种极限情形，即弱射流 （动量 P 很小)和强射流 
( P 很大).当 P —0 时，常数4趋向无穷大，因为由 （23. 21) 我们有 
P ^ lS 7 TV 2 p / A m 在这种情况下，速度为 

v B = —Psin 沒 /8：nrvpr， v r — PcosO/4jrvpr. 

当 00 (强射流② )，4 趋向 1, 因为 (23.21) 给出 A 二 l + oc 2 /2, 这 
里 a 2 = 64； rv 2 p /3/ > , 对于大角度 W 〜 1) 情形，速度由下式 给出： 



— (2v/ r)ctg 


6 

2 


v r = —2 v / r ， 


但对于小角度 (0 〜 a) 情形，我们有 


①对于由点源射出的射流而言，这里所求得的解是精确的.如果考虑到管口的 
有限尺寸，则这个解就是按管口尺寸与离管口距离 r 的比值而展开的幂级数的第一项. 
正因为如此，所以如果我们由以上的解，来计算通过围绕原点的封闭曲面的总质量通 
量时，则所得结果为零.当计入上述展开式中更多的项数时，则总质量通量不为零. 
见 10. R Pyjfcp，lIpHKii. MomeM m % Mex , 16, 255, (1952). Xr •洛强斯基研 究了角 
动量不为零的浸没层流射流 ("/mu Af 麵 e 凡 w mcx , 17, 3 1953) 

③伹应记住，在充分强的射流中，实际上流动是湍流 （§35). 
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_ 4 v 0 _ 8 va 2 

Ve ::- T^TS^Yr^ Vr= (^hJ 2 yV 

§24. 粘性流体中的振动运动 

当浸在粘性流 f 本中的固体振动时，由此引起的流动有许多特 
征性质.为了研究这些性质，从一个简单而典型的例子开始较为 
适宜.假设不可压缩流体以一无限大的固体平面作边界，这个固 
体平面以频率 o 在它自身的平面内作简谐振动.我们要确定这样 
所引起的流体的运动.取固体平面为 P 平面，流体区域为 a :>0; 
y 轴与振动方向重合.振动平面的速度 w 是时间的函数，具有 
Acos ( cot 十 a ) 的形式.我们把它写作一个复变量的实部较为方 
便，即 

« = re ( w 0 e - 

一般说来，这里常数 th = Ae - ia 是复数，但只要适当 选择时间的起 
点，总能使它成为实数. 

要是计算只涉及速度 m 的线性运算，我们就可以省去实部符 
号 re ， 而把 w 当作似乎就是复数进行运算，然后取其最后结果的 
实部.于是可写成 ' 

Ut f = u = u (} e i0J \ (24.1) 

流体的速度必须满足 Z = 0 处的边界条件 幻=1|，即〜 

Vy = U, 

由对称性可明显看出，所有的量将只依赖于坐标0：和时间 L 
因此，从连续方程 = 0 我们有= 由边界条件即得〜= 

常数 = 0. 因为所有的量均与夕和2无关，我们有 = 
又因为〜为零，我们得恒等式 （ v . V ) x ? = 0. 运动方程 


(15. 7) 变成 
• 108 • 



i V △ 幻， （24.2) 

at p 

这是一个线性方裎.它的^分最是％/七二0,即 p 二常数. 

由对称性还可明显看出，各点的速度 I 都沿 y 方向.因心= 
^根据 (24. 2) 我们有 


9v 9 2 v 

- :二 V - 

2t dx 2 


(24.3) 


这就是（一维的）导热方程.我们来求此方程关于^和< 的周期解， 
其形式为 


其中， 复振幅为叫， 所以在处 v : u , 上式代入 (24. 3) 我们得 
icy -^ vh 2 , 因而 

Jc ~/\/ioi/v = 士 （i 十 1) \/<y/2v ， 

所以速度”为 

— oj/2 v ["V’cj / 2 v ^ 一 ① ：} 

v =- u^e e ； (24. 4) 

这里所取的 & 使虚部为正，因为否则在流体里面速度将无限增加, 
这在物理上是不可能存在的. 

所得的解代表横波，其速度 v 严 v 垂直于传播方向.这种波最 
重要的特性是在流体内部迅速衰减；其振幅随着离固体表面的距 
离^的增加而依指数律减小①. 

于是粘性流体中可能出现横波，但随着与产生这些波的固体 
平面的距离增大，这种波迅速衰减. 

振幅减小到原有的 1/ e 时，波所经过的距离3称为波 的穿透 
深度.由 （24. 4) 可知 

6 = n /2 v / o )) ， (24. 5) 

所以穿透深度随着频率的增大而减小，但随着流体运动粘 性系数 
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①经过一个波长的距离，振幅减小到原有的 l / e 〃《 1/540 


_ 



的增大而增大. 

我们来计算在粘性流体中振动的固体平面单位面积上所作用 
的摩擦力.显然，这个力沿 y 方向，且等干应力张量的分量= 
ridvjdx . 这里一定要在平面本身，即 z = 0 处取导数值.将 (24. 4) 
代入，得 

七 ① np 0 •- 1) W . (24. 6) 

设 w Q 是实数，并取 (24. 6) 的实部，有 

cr xy — -~^y<j}7]pn 0 cos (cot + xt / 4)• 

但振动表面的速度是 2 /二所以速度与摩擦力之间有一个 
相位差①. 

不难算出上述问题中能量耗散的(时间）平均值.这可借助普 
遍公式 （16. 3) 进行; 但在这种特殊情况下，将所需的耗散看作摩擦 
力做功来直接计算比较简单.振动平面单位面积上黾位时间内所 
耗散的能量等于力 cr M 和速度％ 1乘积的平均值 

— o xy ii = -~«o 」 P 、 (24. 7) 

它与振动频率的平方根以及粘性系数的平方根成正比. 

一个固体平面按任一规律 《 = «(<) 在自身平面内运动，因而 

①对于半平面的振动（振动方向平行于它的边缘），由于边缘效应，还有一个附 
加的摩擦力.半平面振动引起粘性流体运动的问題，以及任意角度尖楔振动的更一般 
性问题，都可用方程 

△/ 一灸 2 / 二 0 

的一类解来 求解； 在尖楔的衍射理论中，索末菲曾用过这类解，如见 M. von Laue, In- 
terferenz und Bengung clektromagnetischer Wellen (电磁波的干涉和衍射）， 
Handbuck der Experimentalphysik, 333 , Leipzig( 1928 ), 

在这里，我们只给出一个结果供参考，半平面上由边缴效应而增加的摩擦力，可看 
怍是由于边缘移动一个距离音3== 而使半平面面积增大的 结果. 
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带动流体运动，对这个问题也可给出一个显式解.我们不打算在 
这里给出相应的计算，因为方程 (24. 3) 所要求的解，在形式上与导 
热理论中类似问题的解是相同的，而导热问题将在§犯中进行讨 
论（其解是公式 (52.15)). 特别是，作用在固体平面单位面积上的 
摩擦力是(参看 (52. 16)) 

— (24 * 8 > 

现在来考虑任意形状物体振动的一般情况.在上述振动平面 
的情况下，流体运动方程中的一项恒等于零.当然，对 
于任意形状的曲面，不会出现这种情况.但我们假设这一项与其 
它项相比是个小量，因此可以略去.使这样处理保持有效的必要 
条件将在后面研究. 

因此，像前面一样，我们将由线性方程 (24. 2) 出发.对方程两 
边取旋度；因 VX (▽》)恒等于零，故得 

-_ 3( y 的 - vA(V xv ), (24.9) 

即 Vxr 满足导热方程.但前面已经看到满足这种方程的量是 
按指数律减小的.因此我们可以说，朝着流体纵深方向，速度旋度 
是不断减小的.换句话说，由物体振动所引起的流体运动，在物体 
周围某一层内是有旋的；而经过一个较大的距离，就迅速变成势 
流.有旋流穿透深度的量级为 

这里可能有两个重要的极限情况，即量3与振动物体的尺度 
相比可以是个大量，也可以是个小量.设物体尺度的量级为首 
先考虑即 Pco«v 的情形.除了这个条件以外，我们也假设 
雷诺数很小.若《是振动的幅度，则物体速度的量级为 a % 因此, 
这种运动的雷诺数是 coal/v. 所以我们假设 

l 2 co<^v y coaljv^l. (24.10) 
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这是低频振动情形，这种怙况又意味着速度随时间缓慢地变化，因 
此我们可以在一般的运动方程中略去导数 d ^ v / dt . 另一方面，由 
于雷诺数是个小量，项 (^ v ) i 也可以略去. 

从运动方程中去掉项 droldt , 就意味着流动是定常的.因此， 
对 (3》 Z ， 在任何给定的时刻，流动可看作是定常的.这意味着在 
任何给定的时刻，流体的流动就好像是物体以该瞬时的速度作勻 
速运动所引起的流动.例如，若我们讨论一个浸在流体中的球体， 
它以某一频率振动，而这个频率满足不等式 （24. 10)( 现在〖是球 
的半径)；则我们可以说，作用在球体上的阻力，就是小雷诺数下球 
体匀速运动的斯托克斯公式 （20. 14) 所给出的阻力. 

现在考虑相反的情形，即为使项 （ x ^ V ) T 还能略去， 

振动的幅度与物体的尺度相比必须是个小量，因而有 

• _ 

Z 2 < y 》 v ， a 《 Z ; (24.11) 

应注意，在这种情况下，雷诺数不必是个小量.估算一下 (t • V )^ 
的大小，就得到了上述不等式.算符 ( H ) 代表沿速度方向的微 
分运算，但在物面附近，速度近乎切线方向.在切线方向，只有 
经过物体尺度量级的距离，速度才有明显的改变.因为速度本身 
是 a 。 的量级 • 于是有 

(幻 •▽)*!? 〜 ” 2 /Z 〜 W/Z ， 

但导数 dv/m I ⑽〜⑽ 2 量级.把这些量比较 一下, 我们看出， 
若则有 

H 而容易着出项和 v △幻量级 相同. 

现在可以讨论当条件 (24.11) 成立时,振动物体周围流动的性 

质. 在紧贴物体表面的薄层内，流动是有旋的，但在流体其余部分 
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内是势流①.因而除了紧贴物体的薄层以外，各处的流动都由下 
列方程 给出： 

▽ x v = 0, y — Of (24. 12) 

由此可得二0，而纳维-斯托克斯方程就化为欧拉方程.因此 
除表面层 以外， 处处都是理想流体的流动.由于这一层很薄，为确 
定其余部分流体的流动而解方程 (24.12) 时，我们本应把物体表面 
上必须满足的条件，即流体速度等于物体速度取作边界条件.然 
而理想流体运动方程的解不能满足这些条件.我们只能要求垂直 
于表面的流体速度分量的相应条件得到满足. 

虽然方程 （24. 12) 在流体表面层中是不适用的，但解这两个方 
程所求得的速度分布使法向速度分量满足了必要的边界条件，因 
此追究表面附近这一分量的实际变化就没有多大意义. 解以稃 
( 2 4. 1 2 )得到的切向分量与物体速度的相应分量值会有所不同，然 
而这两个速度分量应该是相等的.因此在表面层内，切向速度分量 
一定是迅速变化的.这种变化的性质容易确定.现在来考虑物体 
表面的任一部分，其尺度与3相比是个大量，但与物体尺寸相比是 
个小量.可把物体的这一部分表面近似当作平面，因而可用上述对 
平面情形所求得的结果.设 z 轴指向所讨论的这部分表面的法向， 
麥轴平行于这部分表面的切向速度分量.用％表示相对于物体的 
流体速度切向分量；在表面 上，％ 必须为零.再者，将解方程 (24 
12) 求得的〜写成由本节开头所得的结果，我们可以说， 
在表面层中，量％将按照 

p y = v 0 e- iat [l — e ~°- i ：> ^^27] (24.13) 

的规律，随着越来越接近表面而不断减小.最后，单位时间内耗散 

①在平面振动的情况下，经过特征距离 <5时，不仅 △ X *；,而且《本身，都是按指 
数律 减小. 这是因为振动平面不会排开流体.所以离平面较远的流体仍然保持静止. 
在其它形 状物体振动的情况下 ，要排开流体 ，并使流体产生运动，这时只有当经过的距 
离为物体尺度的量级时，速度才会显著减小， 


♦ 113 * 



的总能量由下列积分给出 

— ~~2 ^ pi ^ co /2 O (24.14) 

积分区域是振动物体的全部表面. 

本节后面的 《 问题 》 中，要计算在粘性流体中振动的各种物体 
所受的阻力.这里我们先对这些力作以下一般的说明.把物体的 
速度写成复数形式我们得阻力尸正比于速度《， F 二 
也是复数，其中# 是复常数. P 的表达式可写成带 

有实系数的两项 之和： 

iPi + iP 2) u ^ p x u ~ p 2 alco , (24.15) 

一项正比于速度 M ， 而另一项正比于加速度々. 

能量耗散的时间平均值，由阻力和速度乘积的平均值给出；当 
然，这里首先必须取上面给出的表达式的实部，即 

F = -j(u 0 pe -^ 1 -iut^*e iat ) 9 
注意的平均值是零，我们得 

Fu = ^{P J r P*) I t^o 1 2 = -|-^i I w ol 2 * (24.16) 

由此看出，能量耗散只是由 A 的实部产生的；阻力 （24.15) 的相应 
部分，即正比于速度的部分，可称为耗散部分.阻力的另一部分， 
即正比于加速度并由#虚部确定的部分，不涉及能量耗散，可称为 

惯性部分. 

对于在粘性流体中作旋转振动的物体，它所受的力矩也可用 
类似方法给出. 
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问 题 

问题 1. 设两个平行的固体平面之间夹-层粘性流体，其中的一个平面 
在自身平面内振动，试求作用在每个平面1:的摩擦力. 

解:我们求方程 （24.3) 的以下形式的解®， 

(/ lsinfcx - r 5 cos fca ;) 

而由处 ， v = u = u 0 e ^ iojt ； :处 ， w = 0 的条件确定 4 和 B ， 这里办是两 
平面的距离.结果是 

sinM - 

作用在运动平面单位面积上的摩檫力是 

P U = T) (dv/dx) 0 =: — Tfkuctgkh ， 

而作用在固定平面单位面积上的摩擦力是 

P Zx = — rj (dv ! 9oc) x = A = rjkucsckhy 

在这两个式子中，所有景都应理解为取艽实部. 

问題 2. 设有一个振动平面，上面有一垣厚度为 A 的流体，流体的上表面 
是自由面，试求作用在平面上的摩擦力. 

解: 固体平面上的边界条件为：在^ = 0处 , v == w ; 自由面上的边界条件 

为： 在 Z = h 处， d J:y = 7^ v /9 x =(\ 我们得速度 

■ 

« • 

私 一 i c ， osk(k — x') 

v — u rr \ 

cos kfi 

摩擦力是 

P r = jj(9v/9x) x=0 =^rjkutg 

问题 3. 设有一宣径为 i ? 的大平面圆盘，绕其轴作小振幅的旋转振动，转 
动角是6二心其中0。《1.试求作用在圆盘上的縻擦力矩. 

解： 对小振幅振动，无论频率 o 如何，运动方程中的项与 
相比总是小量.若 R » S , 则在求速度分布时,可把盘子看作是无限的.现取柱 
坐标系，其;5軸沿旋转轴方向；并求 

v r = v z = 0 9 


①本节后面的各个问题中，5均表示 （24. 5) 所给的量 

d—V 2 v /( d ^ k = 
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v<h = v~ r*Q( 2 , t) 

形式的解.我们得流体角速度 t ) 的方程为 

9D/9t=v9 z D/9z 2 m 

边界条件是：在2 = 0处， < Q = — c ^ sinc ^; 在2= co 处，*0 = 0,求得方程的解 
为 

fj= —co0^e^ z/ ^sin (oyt 一 z 1 d). 

作用在圆盘两个侧面上的摩擦力矩为 

M — 2\ r *2nrri (9v/9z) z ^ 0 dr 
J 0 

~co9^jt\/copr)R x cos (cot — jz jA\ 

问題 4. 设两个平行平面间的流体存在压力梯度，且 Hi 力梯度随时间作 
茼谐变化，试确定这两平面问的流动. 

解： 把心平面取在两个平面的正中间， ；*： 轴平行于 B £ 力梯度方向 . 匝 
力梯度写成 


1 9 p 


p 9 x 


~^ae~ iiDi 


速度处处都是沿 a ; 方向.并由以下方程确定，即 


9v 

di 


—ae 


icot 


V 


9 z v 


要满足条 件：在 此 ， v = 0 , 方程的解为 


ia 

v = — 6 

CO 


~ t 0)1 



co^ky 


cos — kh^ 
2 


整个横截面上速度的平均值为 



ia 



co 


一 icjt 



2 






kh ^ 2 


) 


对情形，此式变成 


与 （17. 5) 相符 4 


v^ae~ i6)t h 2 / 12v ， 


若是的情形，则速度在整个截面上必定近于常数 ，只 在很薄的表 
面层内有变化.根据这一事实，我们有 




问题 5. 设有一半径为 i ? 的球体，在流体中作平移振动，试求作用在球体 
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上的 阻力. 

解： 把球体的速度 " J 成 W 的形式 . 像在§卽中那样.我们求 

v ^ e~ iut \/X ( VX / u 0 ) 

形式的解，这里/仅是 r 的函数（原点取在球心的瞬时位置）.把这种形式的 
解代入 （24. 9)，并作类似于§20中那样的变换，我们得方程 

A z f^(icD/v)Af=0 

(代替§20中的方程 A 2 /-0). 于是我们有 

△/= 常数 X 丄 e ， 

T 


所选择的解随 r 增大而指数地减小.积分后可得 

df/dr^lae^(r-]/ik) +6]/r x ； 

我们不要求函数/本身，因为在速度中只出现导数 f 和 r . 


o = u 的条件确定 （1) 式中的 a 和&，得 


3 R 

2 ik e 


-ikR 

9 


( 1 ) 

由 r = / J 处 



3 3、 

ilcR F RV' 



应指出，在物体尺寸较大情况下0，且&― j /2 3 , 这就是§10问题 

2中对势流所求得 的值; 这与§24中所述情形是一致的. 

阻力由公式 (20. 13) 计算，式中积分面积是取整个球面,结果为 

F =^67 T 7] R (1~]~ R / d ) 2rj P I (3) 

对情形，就变成斯托克斯公式，而对高频情形，我们有 


FpR s ~-{-3jtR 2 \J2rfpca> u t 


式中第一项对应于绕球势流中的惯性力（见 §11 问题1 )，而第二项给出耗散 
力的极限值. 

问题 6. 设有一按任意方式运动的球体，其速度由函数 mU ) 给出，试求 
作用在球体上的阻力. 

解： 把 《(#) 表成傅里叶积分 

f <o 


曹 m ， 



u{x)e { ^ r dx m 

2sr 

因为方程是线性的，所以总肌力可写为对应于各速度项的阻力的积分，而这 
搜速度项就是各个傅里叶分贵〜^由问题5的式 （3) 可得这些阻力为 

注意到心） — 上式可写成 


3tpR 3 e^ iot 


61 ， 

Jr ^ 



j 編 * t 

3 V 2 v 




対整个 0>£间 积分，第一和第二项分别给出 <0 和 4(0. 为了积分第三项， 
首先应注意，对负6>这一项必须写成复共轭形式 ， （l + i )/ V « 由 （l — i )/ 

代替；这是因为问题5的公式 (3) 是对 co >0 情形的速度 M = 导 

出的； 而对速度我们求得的应是它的复共轭.因此，可取0>从0到 
CC 积分的实部的二倍，以代替从一 CO 到一 CO 对整个《区间积分.可写成 


2re 






iaxt 


0 


\/ 


dco 


CO 


re 


71 




u ( x ) e iG>{r ^ l) 

\/ CO 


dcodr 


—re 

71 




< f t 、p 一一 1 ^ 

(1 + 01 - : ~ 7 ^= - dcodr^ il^ i) 

.oo'- 0 V CO 



u(r)e ia><T ^° 


0 


n / 


dcodr 


co 





2 


JZ 


re 


i u(r) 


- 00 \/ t — T 

子是最后求得阻力 


rfr + 


F~ 2itpR 3 


1 du p Svu 
— — ■ " * 
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何睡 7. 设有一球体从时间 £ = 0 开始匀加速运动， 《 = 试求作用在球 
的阻力. 

解：在问题 S 公式 （1) 中令 <<0时 ， tt = 0; 而《>0时， w = ai ， 于是在 *> 
0时，我们有 

尸 =2 一 [++ 誓 + IV ?:. 

问題 8. 与上题相同，但球在一瞬间由静止变成匀速运动. 

解：我们有 f <0 时 w =0 5 i >0 时除了 f = 0 时刻(这时如/心 





为无限大）以外，导数心 =0; 但 c / w / 心对时间积分是有限的，旦等于％. 
闪此，对 t > 0 的所有时刻，结果为 


F — 6jt pvRu 0 



R 一 

V 7 Ji vt 



2 

3 


jt pR^2i 0 d(t), 


这里 (5( f ) 是 6 函数.当 f — co 时，此式渐近趋向于斯托克斯公式所给的值. 


t = 0 时作用在球上的脉冲阻力由上式末项的积分求得，并且等于 

问题 9. 设有一球体在粘性流体中绕一直径作旋转振动，试求作用在球 
上的力矩. 

解： 鉴于与§20问题1中相同的理由，可由运动方程中略去扭力梯度 
项，故有 dt ^ Mt >. 我们要寻求 

v = YX ( fO 0 e - iat ) 

形式的解，这里 

是球的旋转角速度.于是得出关于/的方程，不是常数，而是 

蚜+打=常数. 

在这个方程的解中丟掉不重要的常数项，并取无穷远处为零的解，即得 



常数 d 由球面上■的边界条件确定.结果是 



i fc < r ^ ) 

1 


^ ( OXr ) ( f ) 

其中是球的 半径. 类似§20问题1中的计箅，可给出流体作用在球上的力 
矩为 


M — ~~sxr}R s Q 

O 


3~6 Rjd ^6( R / d ) 2 + 2( R / d ) 3 -2 i ( R / d) 2 (l + R / d ) 

\^2 H ! d ^2{ Rid) i 


若 o >->0( 即 6— >00 )， 得 M =- Stct } R ^ 这对应于球的均勾旋转（见§20 
问题 1). 在丑这个相反的极限情况下，得 


M ^ jtR 4 \/ Tjpco(i — l)Q m 

O 

这个式子也可由下述方法直接 求得： 在情形下，球的每一面元 可看作 
是平面，把 《 = 代入公式( 2 4.6)，即得作用在面元上的摩擦力 • 
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问睡 10. 设有一装满坫性流体的球壳，绕一直径作旋转振动，求作用在 
球壳上的力矩. 

解： 我们寻求与问题9中形式相同的速度表达式.把解/取为 


它 在球内 ，包 括球心，处处都是有限的.由边界条件定出 a ， 即得 




(QXr) 


(f) 


3 krQo^kr — sin kr 
fc/?cos kR — sin kR * 


经计算后，得出摩擦力矩的表达式 如下: 


M 


3 


t]R 3 Q 


k 2 R 2 sin kR-)r 3A?/2cosfc/J —3sin JcR 


kRcos kR — sin JcR 


当然，对 R / d » l , 极限値与上题的结果相同.若 砂 《\，则有 


M ——npcoR^Q (i — 尺尸 - 
15 \ 35v 


)• 


式中第一项对应于整个流体作刚性旋转而引起的惯性力. 


§25. 重力波的阻尼 

可把类似于前面的论述推进一步，用来研究流体自由面附近 
的速度分布.我们来考虑表面附近出现的振动运动（例如重力 
波）.假设条件 （24. 11) 仍成立，用波长 A 代换线度/后，这些条件 
是： 

A 2 co'^>v i a 《 A; ( 25 . 1 ) 

其中 a 是波的振幅，而 co 是波的频率.这时可以断言，只有在表面 
薄层内，流体才是有旋的；而在流体的其余各处则为势流，就像理 
想流体的运动一样. 

在自由面上，粘性流体的运动必须满足边界条件 （15. 14); 这 
就要求速度对空间导数的某些组合应为零.但解理想流体动力学 
方程组所得到的流动并不满足这些条件.如上节讨论〜那样，我 
们可以推断出，在薄的表面层内，相应的速度导数迅速减小.值得 
注意的是,这并不表明表面层中速度梯度很大,这与固体表面附近 
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是不一样的 . 


我们来计算重力波中能量的耗散.这里必须考虑的，不单单 
是动能的耗散，而是机械能的耗散，这包括动能和重力场中的 
势能两方面.但是很清楚，重力场存在与否，不影响流体内摩擦过 
程引起的耗散.因此左&由同一公式 （16. 3) 给出， 





9 Xi 



dV. 


对重力波算这个积分时，必须注意，由于有旋流表面区域的体积很 
小，而这里速度梯度又不大，因而可不考虑这个区域的存在，这与 
固体表面振动的情形又是不一样的.换句话说，所取的积分区域 
是全部流体体积；由此可知，可把整个流体当作像理想流体一样运 


动. 


但理想流体重力波中的流动，在§12中已经给出.因为是势 


流 


所以 


势多的形式为 


dVi d 2 <f) dv 


dx k dx k dx { 2x 


—27] 


d 2 (j> 


dx { dX k 


dV. 


<f> — 0 o cos (kx~cot i 戊） V’ 


当然，我们关心的不是能量耗散的瞬时值，，而是对肘间的平均值 


注意到正弦平方和佘弦平方的平均值相同，我们得 

# 

* 

衣机= —8 ⑽ 4 

利用一个力学定理，即在任•一作小振动' (也就是小振區的振 
动）的系统中，平均动能和势能相等 ，.由 此可以算出重力婢的机械 
能本身.所以可简单地把茗机写成动能的两倍， 


^f 2 dV. • ； ( 25 ； 2 ) 



龙机 =p ' p{d<j>ldx)HV, 

因而 

I 机 = 2 pfj 石 MF . (25.3) 

r 

波的阻尼可方便地用阻尼系数 V 来表征，它定义为. 

V - \\ I !2 E ^ (25.4) 

在时间过程中，波的能量是按&二常数 xe - w 的规律减小的.这 

是因为能量是正比于振幅的平方，而振幅是随时间按减小的. 
利用 （25. 2)、 （25. 3) 可得 

y = 2vk 2 

用 （12. 7) 代入上式，即得重力波的阻尼系数为 

V = 2vco 4 /g 2 (25. 5) 

问 题 

问题 1. 设有长重力陂在等截面渠道中传播，其频率是这样大， 以致 
nAV o 与渠道中流体深度相比是个小量,试求此重力波的阻尼系数. 

解： 主要的能量耗散是发生在流体的表层，在这里速度由边界处的零变 
到波里面的值 w = 按 (24.14), 渠道中单位长度的平均能量耗散为 

，这里 I 是渠道截面被流体所润湿部分的长度.单位长的渠道 
中，流体的平均能量是 Spf 二这里 S 是渠道中流体的截面积.阻 

尼系数是 y ^ lVva > WS \ 所以，对矩形截面渠道，有 

其中 a 是宽度， A 是流体深度. 

问题 2. 设重力波在很粘的流体上传播，试确定其中的流动. 

解： 上面对阻尼系数的计算，只有当粘性系数很小，以致作为一阶近似 
可看作是理想流体的运动时，才是正确的.对于任意粘性系数的情形，便需 
要求解下列运动方程 

• 122 • 



9 t 

dv ^ 


9t 

I 

9 x 



J_ 9p 
p dx 


]_ dj _ 
p 9z 




( 1 ) 


方程的解桉 e - b … & 的规律而依赖 于 < 和 l 并随着深入流体内部 G < o ) 而 
不断变小.我们得 

v x ^e" i(utUkx (Ae kz ^-Be mz ), 
v _ ： ==e -i<ct + ikx^_ iAe kz —^ c Be mz \ 


e~ iiit+ikx ~i4e fcz — gz 
p k 

其中 m = VV — . 流体表面的边界条件是 

对 2 =匕 cr^v— — j> ~\-2r)9v z /9z — 0 f 


在第二个条件中，可直接用 S =0 代替 2 = ^. 但对第一个条件，应先对 f 求微 
分，用17 〜代替 然后再令 2 = 0. 最终得出关于岌和 B 的两个齐次方 
程，由相容性条件可给出 



( 2 ) 


这个方程给出了 o 与波数&的函数关系.仍是复数，它的实部给出振动频 
率，而它的虚部给出阻尼系数.方程 (2) 有物理意义的解是其虚部为负数的 
解(这对应于波的阻 尼）； 方程 (2) 只有两个根满足这个要求.若 
(条件 （25. ])), 则阻尼系数较小，且方程 (2) 近似地给出 io ^± Jgk ~ x 2 vl \ 
这个结果是我们早已知道的.在相反的极限情形下， vP » n / 开. 方锃 （2) 有 
两个纯虚数根，对应于非周期性阻尼流动，一个裉是一 ig /2 i ， fc ， 而另一 

个根很大 Ofc 2 量级），因为它所对应的运动是强阻尼的， 所以对 它不感兴趣. 
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第三章湍 流 


§ 26 . 定常流动的稳定性 

解粘性流体定常流动方程时，由于数学上的困难，往往需要作 
某些近似.当然，这些近似解的适用性是有限的，例如§20中给出 
的绕圆球流动问题的解，就只适用于小雷诺数的情形. 

但是在原则上，对于任何给定了定常外部条件的问题，流体动 
力学方程组一定存在着一个精确的稳定解;在§17、§18和§ 2 3中 
已经研究过这样的精确解.这些解在形式上对所有的雷诺数都成 
立. 

不过，并非运动方程组的每一个解(即使它是精确解)都能在 
自然界中真正实现.在自然界中存在的流动，不仅必须服从流体 
动力学方程组,还必须是稳定的.要成为稳定的流动，就必须使一 
度出现的小扰动能随着时间而衰减.反之，若流动中不可避免地 
要出现的小扰动随着时间渐趋增大，则流动是绝对不稳定的.这 
种对无限小的扰动都不稳定的流动是不可能存在的. 

我们按下述方法对给定流动在无限小扰动下的稳定性问题进 
行数学研究.在所讨论的定的常解上(设其速度分布为％ ( H 幻) 
叠加上一个非定常的小扰动 v 人 x , y , z ), 必须使合速度^ = ^0 
+ %满足运动方程组.将速度1=% + %和压力 P = + 代 

入方程组 

空 ■ + ( 幻 •▽)%， 笠 + v △幻， 

at p 

由此可得出关于％的方程.其中已知函数％和 h 满足未经扰 
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动的方程组 


(%.▽)¥— ¥ + vA 、 


▽ •xj 0 = 0. 

略去％ —阶以上的项，得出 

V-^i = 0. 


(26.1) 


其边界条 件为: 在固定的固壁面上％为零. 

因此，％满足一线性微分方程组，其中系数只是坐标的函数， 
而与时间无关.这种方程组的通解可表示成一些特解之和，在这 
些特解中，％对时间的依赖关系为 e - w . 扰动的“频率并不是 
任意的，而是通过在相应的边界条件下求解方程组 （26. 1) 来确定 
的.一般说来“频率”是复数.如果^的虚部是正数，则将随 
着时间无限地增大.换句话说，这种小扰动一旦出现,就会不断地 
增强，即流动对这种小扰动是不稳定的.对于稳定的流动，其所有 
可能“频率” ^的虚部必须都是负数.于是出现的小扰动将随时间 
按指数律衰减. 


但是，稳定性的这种数学研究是极其复杂的.绕有限尺度物 
体的定常流动的稳定性理论问题，直到现在还没有解决.当雷诺 
数足够小时，定常流动肯定是稳定的.实验资料似乎表 明：当 及增 
加时，最终会达到这样一个值 临界雷诺数)， 超过它，流动在无 
限小的扰动下都是不稳定的.所以，在足够大的雷诺数 
情形下，绕固体的定常流动是不可能的.当然，临界雷诺数不是一 
个普适常数，而是对每一种类型的流动都有不同的值.这些值大 
约为10到100的量级，例如绕圆柱的流动中，在/? = W/v = 34 时 
(其中 d 是圆柱的直径)，已观测到不衰减的非定常流动.但是至 
今还没有作出的精确测量. 
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§27. 湍流的发生 


在大雷诺数的情形下，定常流动的绝对不稳定性会产生出非 
定常流动，现在就来研究这种非定常流动的性质.我们从研究雷 
诺数仅仅稍大于的这种流动的性质开始.当时，对于所 
有可能的小的速度扰动，其复“频率”^二队+纟…的虚部都是负数 
( v ,< o ). 当丑二开临时，出现一个虚部为零的频率. 当及 时， 
这个频率的虚部是正数，但是当 i ? 接近于丑陆时，虚部远比实部 
叫 为小对应于这个频率的函数％的形式为 

Vi ~ A ( t ) f ( a ;, y , z ), (27. 1) 

其中 / 是坐标的某个复函数，而复“振幅”4(<)为② 

乂（<)二常数 xe 〜 (27. 2) 

不过只有在定常流动破坏后的一个短的时间间隔内，上述的 
表示式才是正确的；因为式中因子随着时间迅速增加，而且在 
§26中给出 确定％ 的方法 —— 由此导出了 （27.1) 和 （27. 2) 这类 

表示式——只有在|%|很小时才能应用.当然，非定常流动振幅 
的模 M I 实际上并不是无限制地增加的，而是趋向于一个有限的 
值. 当及接近于 丑脏时 （当然，我们总是指这个有限值是 
很小的，并可以用下方法来确定. 

让我们先来求出振幅平方 Ml 2 的时间导数.对于很小的 U 直， 
当 （27. 2) 式仍然成立时，我们有 d\A \ 1 1 dt — 2 y i J ^41 2 ,这个表达式 
实际上正好是乂和的幂级数展开式中的第一项.当模 M | 增 
加时(仍然保持为小量），则必需计及展开式中以后的项.第二项 


① 必需 记住： 对于一个给定类型的流动，所有可能频率的集合（或频谱）既包含 
有分离的孤立值(分离谱），也包含各种不同颏率范围构成的整体（连续谱）.然而可以 
看出：我们感兴趣的具有正虚部的频率，一般只出现在分离谱中. 

② 照例，这里我们理解为 ( 2 7 . 2 ) 的突部. 
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为 4 的三阶项.但是我们对导数的精确值不感兴趣，而 
只对它的时间平均值有兴趣，取平均值的时间间隔远大于因子 
的周期 2 JI / C 0：； 我们知道，由于这个周期远小于振 
幅之模 Ml 发生显著变化所需的时间 1/ Vu 但是三阶项中必定包 
含这个周期因子，因此其平均值为零①.四阶项包含一个正比于 
2 =| J | 4 的项，取平均值时，它显然不为零.于是准确到四阶 
项，有 

d \~ A \~ 2 / dt ^2 y x \ A \ z - a \ A \\ (27.3) 

其中 a 可以是正数，也可以是负数. 

我们假定《是正数②.因为只在远小于 1/ Vi 的时间间隔内 
取乎均值，所以没有在 mp 和 ur 上加一横.根据同样的理由， 
在方程的求解过程中，我们也略去了导数上的一横.方程(27. 3 ) 
的解为 

1 /M | 2 = a /2 yrf - 常数 x e ~ ZVi \ 

因此很清楚， Ml 2 渐近地趋向于一个有限的 极限： 

MILx -2 Vl / a . (27.4) 

量仏是雷诺数的某个函数.在附近，它可以展开成 
的幂级数.但是根据临界雷诺数的定义，有二 0. 因此展 

开式中的零阶项为零，于是取到一阶项，就有 vf 常数 xCR —&). 
将上述一阶项代入式（27.4)，则得振幅之模 Ml 正比于 — 的 

平方根： 

Mlmax 〜—只 Its • (27.5) 

现在来总结一下上述结果.•当时，流动的绝对不稳定性 
会导致非定常周期流动的出现.当 i ? 接近于时，以后的流动可 


① 严格地说，在取平均值时，三阶项给出的不是零，而是四阶项，我们假定它已 
包含在展开式的四阶项中. 

② 对于通常的绕物体流动，似乎正是这样. 
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以表示成在原来的定常流动 lob ， y ， 幻上叠加一个周期流动％ 

的振幅很小，然而是有限的.这个振幅随着 及的増 
加按正比于丑一/^的平方根而增加.这一流动中的速度分布有如 
下形式： 

% = z ) e ~ i ^^^'> (27. 6) 

其中/是坐标的复函数， 乂是 某个初位相.对于很大的 B — /4, 
速度分成％和％就不再有意义了.此时只有某个频率为奶的 
周期流动.如果我们用位相+汄来代替时间作为自变 
量，于是，可以说函数 A ) 是么的周期函数，其周期为 2/ r . 
但是这个函数不再是简单的三角函数了.函数的傅 
里叶级数展开式 


tv= ^ l A p ^ ^ (27. 7) 

P 

(式中对所有正、负整数 P 求和)不仅包含有基频 A 的项，而且也 
包含有频率为叫整数倍的项. 

还需提到这个非定常流动的下述重要特性.方程 (27. 3) 只确 
定了时间因子乂(0的模，而不是它的位相.周期流动的位相 h - 
cost + A 实质上仍然是未确定的，它取决于特定的初始条件，即流 
动开始时刻偶然出现的条件.根据这些条件，初位相 A 可以取任 
何值.因此，所讨论的周期流动并不是由产生此流动所给定的定 
常外部条件唯一确定的.有一个量——速度的初位相——仍然是 
任意的.可以说该流动有一个自由度，而由外部条件完全确定的 
定常流动就没有自由度. 

现在来研究雷诺数进一步增加时所发生的现象.当雷诺数不 
断增加时，总会出现这样的时刻，上述周期流动又变得不稳定了。 
假如要研究这种不稳定性，可模仿上述确定原始定常流动不稳定 
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性的方法进行①.现在，未扰动流动的这部分取周期流动 _，谷， 
z , t ) (其频率为叫），以幻二幻。十 XV 代入运动方程组，其中％是 
一很小的修正量.对于％，我们又得到一线性方程，但是现在线 
性方程的系数不仅是坐标的函数，而且也是时间的函数，同时是以 
2^/^为周期的周期函数.对于这样的方程，必须寻找二 no , 
H 形式的解，其中 ITOu ， 々)是时间的周期函数，它的 

周期为 2; r /6^. 当频率 o = 的虚部为正数时，不稳定性再 

次出现，这时相应的 实部％ 确定了新出现的频率. 

因此，结果是出现了以两个不同周期为特征的准周期流动.正 
如在第一个周期流动出现之后流动具有一个自由度一样，现在有 
两个任意的量(位相），所以流动具有两个自由度. 

当雷诺数继续增加时，越来越多的新周期相继出现.相继出 
现的两个新频率之间的雷诺数间隔迅速减小.新流动自身的尺度 
越来越小.也就是说，这种流动出现得愈晚，则其速度发生显著改 
变所需距离的量级就愈小②. 

因此，对于的情况，流动很快地变得复杂而且混乱.这 
种流动称为漓 流， 其性质将在下面几节中详细地加以研究.与湍 
流截然不同的是规则的流动，即流体看起来是以各种不相同的速 
度、层次分明地运动，这种流动称为 层流. 


① 但是，由于在数学上非常困难,即使对于特殊的情形也还没有研究出来. 

② 这种由于新周期流动相继出现而导致湍流的思想是有问题的.在本书出版 
之后，许多研究工作 表明： 无论在理论上还是在实验中，都发现湍流过渡可以是突然 
发生的.同时，本节下面关于湍流有准周期特性的推测也是有问题的.已发现超临界 
分叉解可以不是准周期的 • 但是本书中有关分叉解集合的某些基本概念，在分叉理论 
的新近结果中可以找到一定的依据，所以还是可取的.有关这方面的详细论述，读者 
可査阅: Joseph , Stability of Fluid Mechani cs } Springer - Verlag , 1976, 
Vol . l ，§16. ——中译者注. 
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我们可以写出函数 rOu ， f ) 的一般形式，它对时间的依赖 
笑系由某 ri 个不同的频率叫 （彡二 1，2,…， 71) 给出.现在不再是一 
个位相令1 =叫< +卢1 了，而是有 n 个不同的位相 ( f > j ~ COjt 十 /? j . 函 
数 t 可以认为是这些位相（以及坐标）的函数，而且对于每一个位 
相来说都是以 2 a 为周期.这个函数可以写成一个 级数： 

r -, ] 

V ^, t )= 2 Am 2 ，."， h (: r ， 《，幻 exp —i 工 Pj<h •、, 

9 \, Vi -, P n L i 1 」 

(27.8) 

上式对所有整数 h ， 扔， …， A 求和.这是公式 （27. 7) 的推广.由 
(27. 8) 式可以 指出： 基频叫，…，％本身的选取不是唯一的；任何 
«个由叫组成的整系数的线性组合，只要是独立的，者卩可以作为 
一组基频① . 

由式 (27. 8) 这类式子所描写的流动具有 w 个自 由度； 它包含 
«个任意的初位相 &•. 当雷诺数增加时，频率的个数和自由度数 
均增加.在及趋向于无限的极限情形下，自由度数也无限地增加. 

必须记住，因为速度是位相的周期函数，其周期为2心所以位 
相只差 2;r 整数倍的两个状态实际上并没有差别.换句话说，可 
以认为各个位相所有本质上不同的值都在的范围内. 
让我们来研究任何两个位相十 A 和 h = 设在 

某时刻 A 的值为《，那末根据刚才所说的理由，则在所有 〖 = — 

^+27^)/^ 的时刻，(^的值都等于《，其中 r 是任意整数.在这 
些时刻上，位相心的值为 

P C) p 2- {-2nTco^lco x . 

不同的频率通常是不可通约的，所以《 2 /叫是一个无理数.如果 

①这些线性组合必须能够得出所有可能的数2化以.容易 看出： 要做到这一 
点，联系新、老颉率之间的变换系数行列式必定为一_ 
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我们 从^的 各个值中减去适当的 2; r 的整数倍，从而使它落人0 
到 k 的范围内，则当 r 从0变到 co 时，我们会得到这样一 些心的 
值，它们可以任意地接近0到 2; r 中任何给定的值.换句话说，在 
足够长的时间过程中， t 和 I 将同时任意地接近于任何一对已给 
的值.显然，对于所有位相都是这样.所以湍流运动有一定的准 
周 期性： 即在足够长的时间过程中（比如一个准周期)流体所经历 
的状态总可以任意地接近任一给定状态，该状态由可以同时选取 
的一组位相值心所确定①. 

我们已经介绍过临界雷诺数的概念，在前面所说的意义上，它 
是定常流动首次出现不稳定性时的 及值. 但是，也可以从稍微不 
同的观点来解释临界雷诺数.当时，运动方程组不存在不 
随时间衰减的稳定的非定常解.而在达到临界雷诺数以后，运动 
方程组出现了稳定的非定常解，而且这个稳定的非定常解将实际 
上出现在运动流体中， 

就通常绕有限物体流动的实验研究而论，的两种定义似乎 
是一样的.然而在逻辑上却不必如此，所以在原则上可能存在着 
出现两个不同的临界值的 情形： 一个是超过此临界值之后，就能发 
生不衰减的非定常流动；另一个则是超过此临界值之后，定常流动 
变为绝对不稳定的.显然第二个值必定大于第一个值.但是，由 
于现在还没有迹象表明不稳定性的这种情形确实存在，所以我们 
就不再对它们作更细致的研究了②. 

§ 28 . 旋转圆柱面之间流动的稳定性 

在雷诺数非常大的极限情形下，为了研究两个旋转圆柱面之 

① 为了便于理解，中文翻译时加了括号中的文字.一中译者注. 

② 在这里我们没有涉及(例如)管道流动,管道中流动稳定性的丧失有其独待的 
性质（见§29)_ 
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间定常流动的稳定性 (§18)， 我们可以采用一种类似子§4中的简 
单方法，在那里，用它得出了重力场中静止流体的力学稳定性条件 
(瑞利， L . Rayleigh , 1916) .这个方法的原 理是: 研究任一小的流体 
元，假定它偏离了原有运动的轨道，由于这一位移的结果，出现了 
作用在位移后的流体元上的力.如果原有流动是稳定的，这些力 
必需迫使流体元回到它原有的轨道上去. 

在未经扰动的流动中，各流体元均沿着以圆柱面轴线为中心、 
以/* =常数为半径的圆周运动.设是质量为 m 的流 
体元的角动量，其中$是角速度.则作用在该流体元上的离心力为 
M 2 /^ r 3 ; 这一离心力与旋转流体中的径向压力梯度相平衡.现在 
假定到轴线距离为 r Q 的流体元稍稍偏离了它原有的轨道，移动到 
了离轴线距离为的地方，流体元的角动量仍旧等于它原有 
的值 ^ o =^( ro ). 而在新位置上作用在流体元上的离心力为 
饥 r 3 . 为了使流体元回到它的原有轨道上去，这一离心力必须小 
于在距离 r 上与压力梯度相平衡的值 f 2 2 lmr \ 因此稳定的必要 
条件是 V — W >0 .将展成正差值的幂级数，于是可 
以把上述条件写为 

fidfi / dr ^ O . (28. 1) 

根据公式 (18. 3)，运动流体质点的角速度$为 

: _ Q 2 Rl ~ Q { Rl { Q v ~- Q 2 ) R \ R \ 1 
9 二 — Rj^Rl — H R \~ R \ 

我们计算 M 二并略去肯定大于零的因子，则条件 （28.1) 可 
以写成 

( Q . Rl - Q . RD ^ X ). (28.2) 

: 角速度^单调地从内圆柱面上的 A 变化到外圆拄面上的 

92. 如果两个圆柱面的旋转方向相反，即公02有相反的符 
号，则函数4在两个圆柱面之间就要改变正负号，于是 j 和常数 

0 2 /^—的乘积就不能处处是正的.因此在这种情形下，式 
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(28. 2) 就不能在流体中所有的点上成立，所以流动是不稳 定的. 

现在设两个圆柱面是同向转动的；取这一转动的方向为正方 
向，则有于是4处处是正的，为了满足条件 (28. 
2)，必须要 

Q 2 Rl > Q l R 2 1 . (28.3) 

如果呢<0/?,则流动是不稳定的.例如，如果外圆柱面处于 
静止 （02= 0) 而内圆柱面旋转时，流动就是不稳定的.另一方面， 
如果内圆柱面是静止的(0:3 0)，则流动是稳定的. 

必须强调 指出： 在以上的讨论中，丝毫未计及流体元移动时的 
粘性力影响.所以，这个方法只能适用于小粘性旳情形，即 B 很大 
的情形. 

为了研究 B 为任意值时流动的稳定性，必须采用从方程组 
(26_1)出发的一般方法(泰勒， G . I . Taylor ，1923). 在现在的情 

形下，未经扰动的速度分布 To 只依赖于（柱坐标的）径向坐标 r ， 
而与角度4和轴向坐标 s 无关.于是我们得到扰动速度的线 
性方程组，其系数既不包含时间也不包含坐标4和\我们可以寻 
求此方程组的如下形式的解 

v ^ e iaz ~ at ) f { v ), (28.4) 

其中矢量/的方向是任意的；这个解通过周期因子而侬赖于 
A 同时 波数& 将确定扰动沿3方向的周期性.在垂直于轴线的平 
面上满足必要的边界条件（在 r 二圪和 r 二/? 2 时，％ = 0) 下求解方 
程组，所得到的可能的频率^将是以及为参 数的& 的函数： o = 
co ( k , R ). 找出使函数 velinO ) 对某个&首先变为零 的丑值 ，就 
确定了不稳定性开始出现的条件.当丑<没瓶时，函数幻总 
是负的，但是当/?>/?$时， 则在& 的某个范围中有 Vi >0. 设“ 
是当及==/^时使 Vi = 0 的 &值. 在原有流动不再稳定的那一瞬 
间，相应的函数 (28. 4) 就给出了在流体中出现的(叠加在原有流动 



上的）流动特性;这一流动沿圆柱面轴向是周期性的，其波长为 

2江/左临①. 

所讨论的方程组不仅有不依赖于角度4的形如 (28. 4) 的解， 
而且还有这样的解，％中包含有因子其中 m 是一整数.但 
是我们只对首先出现不稳定性的解感兴趣，因此从未对 w 垆 0 的 
解作过这方面的研究.假定不稳定性首先出现在饥= 0的扰动中 
还是很自然的，这个推测已完全为实验结果所证实. 

同时必需注 意到： 即使给定了&值，式 (28. 4) 形式的解也不是 
唯一的.一般说来，对应于一个给定的（值，有许多个具有不同0 
的解.我们也只对其中给出的最小值那种解感兴趣. 

我们发现，纯虚数函数对应于给出最小况 K 的解.因此 
当 灸二蚝 时，不仅 Im ( o ) 为零，而且 o 本身也为零.这意味着旋转 
圆柱面之间定常流动的首次不稳定性将导致另一个定常流动的出 
现. 

由于计算极其复杂®，只对圆柱面之间间隔很小(尽 一圪 《/? 2 ) 
的情形得到了数值结果.图13表示了由一条曲线把不稳定流动 
(阴影部分）和稳定流动区域分开的例子.曲线的右半支相应于两 
圆柱面旋转的方向相同，它以直线珩为渐近线.对于 
给定类型的流动，当雷诺数增加时， ⑽ / v 和 QMlv 都按同一 
倍数增加.这在图 I 3 中相应于沿着过原点且有给定斜率的一条 
直线向上移动.在图的右半部分和02都是正的)，凡是 


① 当丑稍大于五临时，使 Im ( a ))> o 的& 值不只是 一个， 而是一 个整个 的范围.但 
悬，不要以为最后的流动是各种周期流动的叠加.实际上对每一个的值，都将出现 

一 个有确定周期的流动，它使得整个流动趋向于稳定.不过，这个周期不能由线性化 
方程组 <2 6. i ) 来确定. 

② 更为 详细的讨论可査阅： C. C. Lin (林家 翅)， r/ie Theory oj Hydrodyna- 
mic S lability, Cambridge, 1955 # 





QjVUQfil 〉' 的所有上述直线都与不稳定区域的边界曲线不相 

交.另一方面，凡是的所有上述直线，当雷诺数足够 

大时都要进入不稳定性区域，这与条件 (28. 3) 相 一致. 在图的左 

半部分 ( A 和込反号），任何通过原点的直线,最后都将与不稳 

定性区域的边界曲线相交，即对于任何 n 2 Rl / Q , R 2 l 的比值，流动 

都会变成不稳定的，这也和上面得到的结果相一致.对于0 2 二0 

(当只有内圆柱面旋转时）的情形，不稳定性开始于 

^ Q 1 = 41.3 v /^ V hR 2l (28. 5) 

其中 h ~~ R 2 ~~ R \. 

但是在图13的非阴影部分中，流动的稳定性并不意味着下面 
的结论成立，即无论 R 变得多大，流动在实际上仍然是定常的.实 
验表明有一个界限，超过了这个界限,便可能出现稳定的非定常流 
动.在这个区域中，定常流动是“亚稳 的”： 即对于小的扰动是稳定 

的，但是对于大的扰动是不稳定的.由于上述的扰动，如果在沿圆 

•% 

柱轴的某个区域内出现了非定常流动，它将接着“排除”整个区域 
中的层流流动.这种非定常流动一出现就有极大的“自由度”（在 
§27 中所说明的意义上），即它是充分发展的湍流. 



在图13的阴影部分中，当雷诺数足够大时，流动也将变成湍 
流，但是关于这种湍流出现的过程几乎还没有什么资料. 

两个旋转圆柱面之间流动的一个极限情形是两个作相对运动 
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的平行平板之间的流动（见§ 17)，这相当于两个旋转圆柱面的半 
径非常大而且间隔 h ^- R 2 ~ R x 非常小的情形.对子任何 R = Uk/v 
的值（其中 U 是两平板的相对速度)，这种流动对无限小的扰动都 
是稳定的.然而在 丑的值 约大于1500时，稳定的湍流运动就可 
能发生了. 

§ 29. 管道中流动的稳定性 

§17所讨论的管道中的定常流动，它会以不寻常的方式失去 
其稳定性.由于流动沿 T 方向（沿管向）是均匀的，所以未受扰动 
的速度分布％与 z 无关.仿照 
§ 28 中的方法，我们可以寻求方程 
组 (26.1) 的如下形式的解： 

z ). (29.1) 

这里也存在 一个忍 ^的值，它 
使得^1 = 1111(6))在某一（值上最 
先为零.但是重要的是，现在函 
数 ^0) 的实部不为零. 图14 

当丑的值只稍稍大于时，使的值范围很小， 
这时々值是在 ViOO 达到最大值（即叔 = 0) 的点的附近（见图 
14). 设有微小的扰动发生在流动中的某个部分，它是由一系列如 
式 (29. 1) 形式的分量叠加而成的波包.在时间过程中， y ,(^)>0 
的分量将增强，而其佘的分量将衰减.这样形成的加强波包也同 
时顺流而 T , 其速度等于波包的群速度由于我们现在所 
研究的波的波数是在 iyx / dh ^ O 的点附近的小范围内，所以量 
dciy / dh ^ dcojdk 是实数，因此它就是波包的实际传播速度. 

扰动向下游移动这一事实是很重要的，它会使稳定性的丧失 
变得完全不同于§28的情形， 
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我们已经知道，旋转圆柱面之间的流动在丑时(这时有 
lm(o)>0 的频率)，原有的定常流动已不再可能了，因为即使是 
微小的扰动也将增强到有限振幅，然而对于管道中的流动，扰动 
在增强的同时还伴随着向下游的 移动； 当我们研究管道中给定点 
上的流动时，发现扰动并不是增强而是衰减的.还必须指出，由于 
实际中的管道无论多长也总是有限的，所以任何扰动在它破坏层 
流流动之前，可能已经排出管外了.因此，即使丑管道中的 
定常流动对于小扰动也是相当稳定的，并且对于远远超过的/? 
值，管道中的定常流动在原则上还可以存在. 

既然扰动是随坐标 z (指向下游)而增强，并不是在给定点上 
随时间而增强，所以可采用下述方法来研究这类不稳定性.设想 
在给定的点上连续不断地给流动以特定频率 0) 的扰动，同时研究 
扰动顺流而下所发生的情形.由函数便可反算出什么波 
数对应于给定的(实数）频率.如果 lmOc )>0, 则因子^〃随 a : 的 
増加而增加，即扰动向下游是增强的.在 叫丑平 面上，由方程 
1111[>(6>,及)]= 0给出的曲线确定了稳定性的区域，并且对于每一 
个斤值，该曲线可以区分出向下游是增强或是衰减的扰动频率. 

实际的计算是极其复杂的.只对两平行平板之间的流动作出 
了全面的研究（林家翘， 1946) ①.不过有理由推测圆管中的流动 
在定性上也将有同样的结果. 

在图15中简略地画出了关于两平板之间流动的界限曲线，曲 
线内的阴影部分是不稳定的区域.当 Z 2— oo 时，曲线的两个分支 
都逐渐地趋向于轴② • 关于不衰减扰动能够存在的最小 丑值， 


① 详细的计算见 C . C . Lin (林家翅）， The Theory of Hydtodynomic Stab— 
Uity, Cambridge, 1955 . 

② 当丑很大时，两个分支的渐近方程为 o > A /£/ = 5.0/ i 2 3 …和 ojh / U ^ ll . 2 / 
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我们通过计算，求得为 ^-7700, 这里开定义为 Uhfv , 其中力是 
两平板之间的距离， t ； 是这个距离上流体的平均速度. 

因此，对于数值在零和某个最大值之间的任何频率，都存在… 
个丑值 的有限范围，在丑的这个范围内，该频率的扰动将是增强 
的.值得注意的是 •. 与严格的理想流体的情况作比较，流体的小而 
有限的粘性在某种意义上起到破坏稳定性的作用，因为当 
时，任何有限频率的扰动都将衰减掉，但是当引进有限的粘性时， 
结果却进入了不稳定的区域;再进一步增加粘性时，最后又将走出 
不稳定的区域. 

然而这些计算并没有回答这样的问 题：当 i ? 足够大时，对于无 
限小的扰动，管道中的流动是否总是会出现真正的不稳定性，即在 
给定点上由于扰动随时间的增强而引起的不稳定性.我们将扼要 
地说明这种不稳定性在数学上的含义.现在来研究某个小扰动， 
它在 Z = 0 时出现在一个有限的区域中.将小扰动对^展成傅里 
叶积分，可以写成 

]]•/(!)# ㈣ 獅， 

其中 / O ) 是描写初始扰动的函数.在时间过程中，扰动的每一个 
傅里叶分量将随 e ^而变化，其频率为 = 及)，所以 i 时刻 
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的整个扰动由积分 


j 丨 /( 丟 W (卜 0 一 U 及 

给出.因为除了一个有限的区域（初始扰动区域)之外， fa ) 均为 
零，所以 Z — I 有一个有限的取值范围.因此《很大时的积分性质 
t 要由积分 

jV*、 (” w 

来确定.如果这个积分随时间的增加而趋向无穷，那么流动实际 
上是绝对不稳定的. 

直到现在，即使是对于特殊的情形也还没有作过这样的研究. 
但是根据有关管道中流动的实验结果，我们有理由 认为: 不管是什 
么样的 h 值，对于任意的小扰动都不存在真实的不稳定性.下面 
的事实说明了这一点，即越是小心地避免管道入口处的扰动，则能 
够观测到层流流动的雷诺数就越大①. 

但是实验结果也表明存在着另一个临界雷诺数（我们把它记 
作 K )； 它确定了这样的界限，即超过这个界限时，稳定的非定常 
流动能够存在（参阅§27的末尾).如果在管道中的任何一段上出 
现湍流，则当时，湍流区域将移向下游，同时减小其尺度直 
至完全消失;反之，当丑时，湍流区域将在时间过程中扩展到 
越来越多的区域.如果对流动的扰动在管道入口处连续不断地产 
生，则当及</4时，不管扰动在开始时有多么强，都将在管道下游 
的某个距离上衰减掉.反之，当时，则在整个管道中都会变 
成湍流.这可以通过扰动来实现，而且 i ? 越大，'所需的扰动就越 
弱②.因此管道中当丑 >/4时的层流流动是亚稳的，即对于有限 

① 实 际上已 经观测到的层流流动的雷诺 数 已达到 及 士50, 000, 其中 n = udiv , 
d 是管道的直径， c / 是横截面上的平均速度. 

② 对干圆截面的管道，在 1 G 00 和1700之间. 对于两平行平板之间的流动, 
则从 i ? -1400 开始就已观测到湍流， 
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强度的扰动是不稳定的；而且 B 越大，所需扰动的强度越小. 

如在§28末尾所指出的那样，亚稳层流因被破坏而引起的非 
定常流动，已经是完全发展了的湍流.在这个意义上，管道中湍流 
的出现与绕有限尺寸物体定常流动中湍流的出现在本质上是不同 
的，后者是由于定常流动的绝对不稳定性所引起的.在绕流的情 
形中，当雷诺数丑通过时，非定常流动似乎是以连续的方式出 
现的，即逐渐地增加流动的自由度数目（如§26和§27所阐明的那 
样).但是对于管道中流动的情形，湍流是以不连续的方式出现 
的.特別是，这种差别引起了两种情形中阻力对雷诺数的不同依赖 
关系.例如，如果我们研究任一物体在流体中的运动，在丑二及駐处， 
作用在物体上的阻力是连续的，而这时的定常流动却是绝对不稳 
定的.在丑= 4这一点上，对应于流动性质的改变，曲线 F 二 F ( fi ) 
上只能出现一个拐折.然而对于管道中的流动而言，当时， 
本质上存在两种不同的阻力 定律： 一种是关子定常流动的，而另 
一种是关于湍流的.不管是什么值，只要它标志着从一种类型 
的流动过渡到另一种类型的流动，那么阻力在这个点上就是不连 
续的. 

§30. 切向间断的不稳定性 

设有两层不可压缩流体彼此作相对运动，即一层流体在另一 
层流体上“滑动”.如果流体是理想的，则这种流动是绝对不稳定 
的；这两层流体的分界面必定是一个 切向间断面， 在切向间断面 
上，流体的切向速度是不连续的.以后 (§35) 将会看到这种不稳定 
性会使流动具有什么样的实际 性质; 这里我们先来证明上述论断. 

如果我们研究一小部分间断面以及它附近的流动，就可以把 
这小部分间断面看成是平面，并且把它两边的流体 速度％和％ 
当作恒量.不失一般性，可以假定其中一个速度 为零； 关于这一 

• 140 ♦ 



点，总是可以通过合适地选取坐标系来达到.设％=0,并且把％ 


就记作 W 我们以 I 的方向为 Z 轴的方向，2轴指向间断面的法 

向. 


设间断面受到一微小的扰动，其中所有的量 一一 间断面上点 
的坐标、流体的压力和速度 —— 都是与成正比的周期函 
数.我们来研究速度为 I 的这一侧的流体，将扰动所引起的速度 
的微小改变记作根据方程组 （26. 1)( 其中恒速度％ =幻，以 
及 v -0), 便得到扰动速度 V 应满足的下列方程组 


▽ •I’ 二 0, 


9v r 

~2t 




W 

p 


因为 i 沿 r 轴，第二个方程可以改写为 


dt dx 



(30.1) 


如果对上式两边取散度，由于 ▽• x / = 0, 所以左边为零，因此，必 


须满足拉普拉斯 方程: 


A/ = 0. (30.2) 

设（=〖(3：， <) 是扰动所引起的间断面上点在2向的位移.导 
数是给定3；值处间断面坐标 S 的变化率.因为垂直于间断 
面的流体速度等于间断面本身的位移速率，作了必要的近似之后， 
得到 

d^!dt = v , z -v9C/9x (30.3) 


当然，这里必须取间断面上的 < 的值. 

现在来 = 形式的解.把它代人式 (30. 2)，得 

到 / U ) 的方程为 

d 2 f/dz 2 — Jc 2 f = 0, 


因此/ =常数 xe ±fc2 ， 假定所研究的这一侧(侧 1) 对应于2的正 
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值，于是我们必须取 / = 常数所以 

〆 二常数 (30.4) 

将这一表达式代入方程 (30. 1) 的3分量方程，求得① 

v \ — kj >\ / ip — co ). (30. 5) 

位移 S 的形式还可以求出，它正比于同一指数因子 
同时由式 (30. 3) 得出 

v f z — i ^( kv - co ')* 

由此，式 (30. 5) 变成 

p \ = ^^ pi { kv ~ co ) 2 jk . (30. 6) 

由类似的公式可以给出间断面上另一恻流体的压力此时公式 
中有^二0,且公式要改变符号 （因为 在这个区域中^<0, 因 此所冇 
的量必须与 2 成正比，而不是与^〃成正比）.于是 

T2 — Cp2<^ 2 (30. 7) 

为了包括分界面两边是两种不同的而且是不能混合的流体的情 
形，我们已在公式中写成不同的密度和 p 2 . 

最后，根据间断面上压力 A 和2> 2 相等的条件，得到 

pi(kv — d )) 2 = — pzC0 2 9 

由此找到所期望的^和&之间的关系式 

公二如 士主 (30,8) 

P1+P2 

我们看到 O 是复数，并且总存在着有正虚部的所以即使 
是无限小的扰动，切向间断面也是不稳定的.在这种意义上，对于 
粘性很小，即 A 很大的流体，这个结论也是正确的.在这种情形 
下，把“携带”型的不稳定性与真正的绝对不稳定性区分开来是没 
有意义的.因为当 A ; 增加时，0>虚部的增加是无限制的，所以在携 

①虽然 h = o 的情形在原则上是可能的，但是它在这里没有 意义. 因为不稳定 
性只可能起因于复频率，而不是实频率. 
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带过程中，扰动的“增幅系数”要多大就有多大. 

当我们考虑到有限的粘性时，切向间断面不再是突变的了；速 
度是经过一个有限厚度的层，从一个值变到另一个值.这种流动 
的稳定性问题，在数学上完全类似于层流边界层中速度剖面具有 
拐点的流动稳定性问题（§41).实验结果表明，不稳定性很快就出 
现了. 

§ 31. 完全发展的湍流 

在相当大的雷诺数时，湍流的特 征为: 在每一点上速度都随时 
间发生极不规则的变化.这种流动称为完全 发展的湍流. 此时速 
度在某个平均值附近不断地涨落.同时必须指出，速度变化的幅 
度与速度本身的大小相比，一般说来并不很小.在同一时刻，流场 
中各点的速度之间也存在类似的不规则的变化.湍流中流体质点 
的轨迹极其复杂，由此导致流体广泛地混合. 

上节已经指出，湍流有很多的自由度.对应于这些自由度的 
初位相 ft 的值，由流动的初始条件来确定.但是有如此多的量需 
要确定，因此要列出这么多确切的初始条件是完全不现实的，甚至 
用这种方法来提出问题也是没有实际意义的. 

和当前情况类似的，如果我们企图利用动力学方程组来研究 
组成宏观物体的所有分子的运动，也会遇到需要先列出全部初始 
条件，以确定所有分子的初位置和初速度，然后再积分运动方程 
组，这当然是没有实际意义的.这种比拟还可以再扩充 一步. 可以 
认为由各个分子组成的一个宏观物体具有极多的自由度，要对物 
体状态作精确的微观描述， 一 定要确定出组成物体的每一个粒子 
的坐标和速度.这些量随时间变化的确切状况取决于它们初始时 
刻的值.但是由于分子运动的极其复杂性和不规则性，我们可以 
假定，在充分长的时间间隔内，分子的速度和坐标取遍了所有可能 
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的数组，所以能排除掉以致消除掉初始条件的影响.众所周知，这 
就使得对宏观物体进行统计研究成为可能. 

湍流中有着类似的情形.为了精确描述运动流体中速度分布 
随时间的变化，必须给出所有初位相沁的值，然后可以知道每一 
时刻所有位相念=叫《+見的值.我们已经知道，不管有什么样 
的初位相义_，只要经过足够长的时间间隔（比如一个准周期），流 
体所经历的状态总可以任意地接近任一给定状态，该状态由可以 
同时选取的一组位相值 A 所确定①.所以由此得出如下的 结论： 
在湍流的研究中，经过充分长的时间间隔之后，实际的初始条件已 
没有任何影响了.这表明湍流理论一定是统计的理论.直到现在 
为止，完全定量的湍流理论还没有建立起来.不过，已经知道了一 
些很重要的定性结果，这些将在下面几节中予以说明. 

现在引入平均速度的槪念.平均速度是每个点的实际速度在 
长时间间隔内的平均值.作了这种平均之后，速度的不规则变化 
抹平了，而且平均速度在流场中从一点到另一点的变化也平滑了. 
以下我们用来表示平均速度.实际速度与平均速度之差 W 
= 则按湍流特有的方式不规则地变化，我们称它为速度的涨 
落部分. 

现在来更详尽地研究叠加在平均流动上的这些不规则运动的 
性质.这种运动又可以定性地当作是不同尺度湍流涡叠加的结 
果;所谓湍流涡的尺度，是指速度发生显著改变的距离的量级.当 
雷诺数增加时,大的涡首先出现，涡越小出现得越晚.对于非常大 
的雷诺数,从最大到最小的每一种尺度的涡都会出现.最大的涡 
在任何湍流流动中都起着重要的作用，最大的涡具有整个流动区 
域线度的量级;在下文中，我们把任何给定湍流流动的这个尺度量 

①为了便干理解，翻译时加了拮号中的文字.一中译者注， 
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级记作 /. 这些大涡有最大的振幅.它们的速度与平均速度在距 
离 I 上的改变同阶；我们用 Am 来表示平均速度的这个改变的量 
级①.相应于这些涡的频率具有《"的量级，即平均速度 M (而不 
是它的改变量与线度 Z 之比.这是因为，由频率确定的周期， 
正是在某个固定参考系中观测到流动图案重复出现的时间间隔. 
但整个流动图案随流体一起相对于这种参考系运动，其速度为认 
的量级. 

另一方面，小涡具有较髙的频率，而且以更加小得多的振幅出 
现在湍流中.它们可以看成是叠加在大的基本湍流涡上的精细结 
构.总动能中只有很小一部分是属于小涡的. 

根据上面给出的湍流流动图象，在任何一个给定的瞬时，我们 
可以得出一个关于涨落速度在空间中逐点变化特性的 结论： 在大 
距离 （与〗 相当的距离)上，涨落速度的变化可由大涡速度的变化 
来给定，因此它与儿《同阶.在小距离（与 Z 相比）上，涨落速度的 
变化是由小涡速度的变化来决定，因此它很小（与相比）②.如 
果我们在任一给定点上观测速度随时间的变化，可以得到相同的 
图象.在短时间间隔内（与 r 〜 Z / M 相比)，速度没有显著的 变化; 
在长时间间隔内，速度的变化达到的量级. 

长度丨作为雷诺数及中的特征长度出现，而雷诺数决定着给 
定流动的性质.除了这个雷诺数之外，我们还可以对各种尺度的 
湍流涡引进雷诺数的定性槪念.若 A 是一个给定湍流涡的尺度量 

级，并且〜是其速度的量级，于是把艮〜 仏/1 / v 定义为相应的雷 

-- ‘ • : … 

① 我们在这里所说的量级，不是指平均速度本身，而是指它的变化(在 Z 查级距 

离上的变化），因为正是这个改变量 Am 表征了湍流流动的速度.平均速度可以具有在 

何大小，它决定于所采用的参考系. :； 

还可以指出，实验结果 表明： 最大涡的尺度实际上稍小 于：， 并且它们的速度也 
稍小于 △«. 

② 但是在这些小距离上，它比平均速度的变化要大 • 
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诺数.因此湍流涡的尺度越小，这一雷诺数也越小. 

对于大雷诺数的情形，大涡的雷诺数札也是个大量.但是大 
雷诺数相当于小粘性的情形.因此可以断言，对于作为任何湍流 
基础的大涡，粘性是不重要的，可以当作是无粘性的，所以这些涡 
的运动服从欧拉方程.特别是由此得出，在大涡中没有显著的能量 
耗散. 

只有对于雷诺数与1相当的最小的涡，流体的粘性才是重要 
的.我们用為来表示这些涡的尺度，在下一节中将确定為的大 
小.虽然在讨论湍流流动的一般图象中，这些小涡是不重要的，但 
是，正是在这些小涡中产生了能量的耗散. 

因此我们得到湍流能量耗散的下述概念.能量由大涡传递给 
较小的涡，而在这个传递过程中，实际上并没有能量耗散.我们可 
以说，存在着一个由大涡到小涡的连续能流，即从低频到髙频的能 
流.这个能流在最小的涡中被耗散掉，即由动能转换成热能①. 

因为流体的粘性只对最小的涡而言才是重要的，所以可以断 
言，与尺度的涡有关的物理量都和 v 无关(更确切地说，如 
果 v 改变而其它的运动条件不变的话，这些物理量是不会改变 
的〉. 这个情况减少了用来确定湍流性质的物理量的数目，因此用 
适当的物理量的量纲作相似性分析，在湍流研究中就显得非常重 
要了 • 


现在用相似性分析来确定湍流流动中能量耗散的量级.设 e 
是单位质量流体在单位时间内的平均能量耗散②.我们已经知道， 
这种能量来自大涡，并由大涡逐渐地传递给较小的涡，直到在尺 

i - ,r 

度〜為的涡中耗散掉为止.因此，虽然耗散最终是由粘性引起的， 
但是€的量级只能由描述大涡特征的那些量来确定.那些量是指 


① 为了维持稳恒状态，当然需要有外部的能源，它能够不断地给大涡提供能量. 

② 在本 章中 〆 表示平均 能量耗散而不 是流体的内能 • 
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流体的密度 P 、 线度 Z 和速度 △〃. 根据这三个量，我们只能作出 

一个具有 e 量纲（即尔格/克•秒二厘米 2 /秒 3 )的量.于是得出 

€〜( Am ) 3 / Z ， （31. 1) 

由它来确定湍流中能量耗散的量级. 

在某些方面,湍流运动的流体可以定性地描述成具有“湍流粘 
性系数”心的流体，以不同于真正的运动粘性系数 V . 因为以表 
征湍流的性质，它的量级必须由 P ， Aw 和 〖来确 定.由这些量只 
能构成一个量 Mw ， 它具有运动粘性系数的量纲，所以 

v 湍〜 lAu. (31. 2) 

因此湍流粘性系数与原有的粘性系数之比为 

v 谠 h 〜 

即湍流粘性系数随雷诺数的増加而增加①. 

根据粘性系数的通常定义，能量耗散 e 用以表示成 

€ 〜 v 揣 (Am") 2 . (31. 3) 

虽然 v 是用真实速度的空间导数来确定能量耗散，但是 v s 却是用 
平均速度的梯度(〜△«/〖）来确定能量耗散. 

我们也可以用相似性分析来确湍流区域中压力变化 Ay 的量 
级.由和 Am 能够构成压力量纲的量只有 p ( Aw ) 2 . 因此必 
须有 

Ap^p(Au)\ (31. 4) 

§32. 局部滿流 

现在来研究涡尺度为; I 的湍流的性质，这里的 A 远小于基本 


①但是在 实际上 还应包含一个数值相当大的系数. 因为上 面已经指出， Z 和 Am 
与湍流的实际尺度和速度可以有很大的差别.比值 V $/ v 可以更准确地写成 

V 湍 /v 〜12/及临， 

这个公式考虑到这样的事实，当和 V 在实际上是同一量 级时， 并不 是丑〜 1 的情 
形，而 是丑〜 丑临的情形. 
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润的尺度 I 我们称这些性质为湍流 的局部性质. 我们将研究远 
离所有固壁的流体（更确切地说，就是流体离开固壁的距离远大于 

很自然地可以假设这种远离固壁的小尺度湍流是各 向同性 
的. 这就是说在线度远 小于〗 的区域上，湍流的性质与方向无关， 
特别是它们与平均速度的方向无关.必须着重指出，在这里和在 
本节的所有地方，当我们谈到流体小区域中湍流的性质时，总是指 
该区域中各流体质点的相对运动，而不是指由更大的涡引起的整 
个区域的绝对运动. 

我们发现，可以直接从相似性分析中得到，有关湍流局部性质 
的若干非常重要的结论.这些结果是由柯尔莫戈罗夫 （A.H.Ko- 
jiMoropoB) 和奥布霍夫 （A. M. 06yxoB) 在1941年得到的.为了求 

得这些结果，我们首先要搞清楚下面的情况，即在一个远小于 Z 但 
远大于距离 A (A 是流体粘性开始起重要作用区域的线度）的区 
域内，湍流的运动性质是由哪些参数决定的.下面要讨论的正是 
这种中间距离的情况.上述问题中的这些参数是流体的密度 P 和 
另一个表征任何湍流特征的量，即单位质量流体在单位时间内耗 
散的能量 < 我们已经知道，6是不断地从大的涡传递给较小的涡 
的“能量通量”.因此，虽然能量耗散最终是由流体的粘性所引起 
的，并且发生在最小的涡中，但是量€却由较大涡的性质所决定. 
很自然地可以假定，（对于给定的 P 和 O 湍流的局部性质不依赖 
于整个流动的线度〗和速度 Aw。 流体的运动粘性系数 v 也不可 
能出现在目前要研究的任何一个量中（要记住，我们涉及的距离 

2》义 0). 

警 

现在来确定 A 量级距离内揣流速度改变量仏的量级.它必 

须只由来确定，当然还有距离 V 本身.从这三个量出发，我 

♦ 

们只能组成一个具有速度量纲的量，即（ € 心 1/3 ,于是可以断言，关 
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系式 


柘〜 （ eA ) 1/3 (32.1) 

必须成立.因此我们得到一个非常重要的结论：小距离上速度的 
变化与该距离的立方根成正比 （柯尔莫戈罗夫和奥布霍夫定律). 
量％也可以当作具有 A 量级尺度的湍流涡的速度 ©. 

现在用稍微不同的方式来提出问题，即要确定在时间间隔 r 
上给定点处速度改 变量％ 的量级，其中 r 远小于表征整个流动的 
时间 T 〜为此我们指出，由于存在纯粹的平均流动，经过时 
间间隔 r ，流体的任何给定部分都移过了一个1量级的距离，这 
里 m 是平均速度.因此， r 时间内在给定点处的这部分流体离开 
其初始时刻的位置已有一段距离直接用代替式 (32.1) 中 

的 A , 于是可以得到所求的％， 

” r 〜（ erw ) 1/3 . (32. 2) 

因此经过时间间隔 r 的速度变化与这一时间间隔的立方根成 
正比. 

必须将量 W 与〃:区别开来，〃：是流体的一部分在到处移动中 
的速度变化.这一变化显然只能依赖于确定湍流局部性质的 P 和 
€,当然也依赖于 r 本身.作出 p , e 和 r 的唯一具有速度量纲的 
组合后，得 


①小距离内速度的变化基本上就是速度涨落部分的 变化； 小距离内平均速 
度的变化远小于这些距离内涨落速度的变化. 

如果用尺度为 A 的涡的特征量来表示恒常 （能量 耗散） f ， 则可以通过另一条途径 
来得到关系式 <32.1). 因为 f 必须正比于速度心梯度的平方并且正比于相应的湍流 
粘性系数 

Vffi ， 入〜 

(参阅式 （31. 2)，式（31.3))，所以 
由此得到式(32.1> 4 
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”:〜 ㈤ (32.3) 

与给定点上的速度变化不同，它与 r 的乎方根成正比，而不是与 r 
的立方根成正比.容易看出，对于 r 远小干 T 的情形, < 总是小于 
% 的①. 

利用关于 e 的表达式 (31. 1)，可以将式 （32.]) 改写成 

t ; A 〜 A «( A /《） 1/3 . (32. 4) 

类似地可以将 t 写成 

v r ^ Au ( r / T ) w \ (32.5) 

其中 T 〜 

现在来解决在什么样的距离上流体的粘性开始变得重要了. 
这些距离 A 也可确定出湍流中最小涡的尺度量级(与湍流的“外尺 

度对比称为湍流的“内尺度”).为了确定我们定义雷诺数 

R^vJ/v ； 

利用式 (32. 4), 得 

引入整个流动的雷诺数 R ^ lAu / v 以后，可以将尽改写成 

匕〜 _1)， 

為的量级应使艮。〜1，因此得出 

A 〜 Z / 及 3/4 . (32.6) 

从/9, 6和 V 作出唯一具有长度量纲的组合后，得 

A 〜 (v 3 ") 1/4 , 

再借助于式 （31.1) 用 Ae /和/ 来表示 e ， 就可以得到同样的表 
达式. 

因此湍流的内尺度与妒 /4 成反比.与它相应的速度为 

v 、〜 SujR ' /u , (32. 7) 

① 实际上，在得出式 (3 2 .2) 的过程中，已经假定了不等式 
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当及增加时，也是减小的.最后，对应于这种尺度的涡的频率 
的量级为 0() 〜 m / A 。， 或 

co 0 〜 uRy”l. ( 32 . 8 ) 

由此给出了湍流频谱上界的量级，其下界则为量级的频率.所 
以频率范围随雷诺数的四分之三次方而增加，即正比于 R y \ 

类似的讨论能够使我们去确定湍流自由度数目的量级.以 ft 
表示单位体积流体的自由 度数； 《的量纲为1/厘米 3 . 这个自由度 
数只能决定于 P ， e 以及运动粘性系数 V ，因为后者确定湍流涡尺 
度的下限.由这三个量只能构成一个具苻量纲为1/厘米 3 的组 
合，即 （ e / v 3 ) 3 , 这正好是1/4,也是预料中的结果.于是得 

« 〜 1 / 4 〜/? 9/4 " 3 . ( 32 . 9 ) 

总的自由度数# 可由〃 乘以湍流区域的体积（数量级为 Z 3 ) 得 
到①： 

〜矿 /' (32.10) 

最后，让我们来研究线度; I 远小于七的区域中流动的性质. 
在这样的区域中，流动是规则的，并且流动的速度光滑地变化.因 
此可 以将〜 展成; I 的幂级数，如果只保 留到一 阶项，则得 〜二常 
数 x 人因为当； I 〜; l Q 时，必须 有〜〜 〜。， 所以上述常数的量级为 
〜。/々•将式 (32. 6) 和 (32. 7) 代入，则得 

( 32 . 11 ) 

这个公式也可以直接让能量耗散6的两个表达式相等来得到，这 
两个€的表达 式是： 用表征大涡的量来确定 e 的表达 S e 〜（ Aw ) 3 / Z ; 

_ * ■ | - -- ■■国__ ■■ _ 

①公式（ 32 . 6 )—( 32 - 10) 确定了相应的量是如何随雷诺数变化的.但是必须记 
住，所有公式在定量方面实际上都可以有一个相当大的数值因子.例如，自由度数在 
及〜及 to 而不是在 i ? 〜1时 ，其显级才是 1 . 因 此必须用比值及/丑駐来代替式 （32,10) 
中的足即 


X 〜 0?/ i ? 临）以、 
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式 (3 L 1); 用实际发生能量耗散的涡的速度梯度(〜 h / A ) 来确定 e 
的表达式 


问 题 

设两个流体质点相隔一个很小的距离试求这两个流体质点 
变成相距 A ( Ak < A 2 《0 时所需时间 t 的量级. 

解： 如果; l 》 A tt ，根据鼍纟 W 分析，我们有〜 ( d )" 3 , 积分之，并利 
用 A 2 > A a 的条件，求得 

T 〜 (A; 

§33. 速度关联 

公式（ 3 2, 1) 定性地确定了局部湍流的速度 关联， 即两个相邻 
点上速度之间的关系.现在引入一些用以定量表征这种关联的 
量①.例如，这些量可以是张量 

B ik ~ (V2i — ^lt ) (^2k — V ik) t (33. 1) 

的分量， 其中％和％ 是两个相邻点上的流体速度，而一横表示 
对时间的平均②.从点1到点2的矢径记作 r ; 假定 r 的大小 r 
远小于 K 但是并不需要远大于湍流的内尺度心）. 

由于局部湍流是各向同性的，因此张量不可能依赖于空 
间的任何方向.所以能够出现在表达式中的唯一矢量是矢径 
r 。 换句话说，除了 r 的大小 r 之外，取^中只能包含有单位张量& 
和沿 r 方向的单位矢量 n . 这个二阶张量的最一般形式为 

B ik = ACr)S ik ~\- B(r)nin k . (33. 2) 

① 本节给出的结果，是由卡门 (T. von Kantian) 和種华斯 （ L. Howart h(1938)) 
以及柯尔莫戈罗夫 （A. H. KojiMOropos, 1941) 得出的.在非均勻加热的湍流流动中，温 
度脉动的类似关系将在以后给出（见§ 54的问题3和问题 4). 

② 如果点1和点2上的速度之间并不关联，则式 （33.1) 中 乘积的平均值还原为 


每个因子平均值的乘积，于是它必然为零. 
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我们这样来选取坐标轴，让其中的一个轴沿着的方向，沿 
这条轴的速度分量记作〜,而垂直于 n 的速度分量记作于是 
分量是两相邻流体质点沿其连线方向相对速度均方值.类似 

地 ，瓦， 是一流体质点相对于另一质点的横向速度均方值. 因为心 
=1，〜= 0,则由式 （33. 2) 得 

B rr =A-\B, B it ~Aj B rt — 0, (33.3) 

现在来导出 B rr 和 取， 之间的关系.为此，我们首先要注意， 
在小距离上速度变化主要是由小尺度的涡引起的.局部湍流的性 
质不依赖于叠加在它上面的大尺度涡.因此为了计算张量 Su ， 只 
要讨论完全各向同性和均勻湍流的特殊情形就够了，这时流体的 
平均速度为零①.将式 （33. 1) 中的括号展开，得 

因为流动是完全均勾和各向同性的，我们有 fn 
V ii ^2 k ^ ^ ik V 2 i m 因此 

B ik =2 v li v lk —2 v li v 2i; . (33.4) 

将这个表达式对点2的坐标 求导： 

/^ X 2 k ~ 一 怎 2 Jfc • 

但是根据连续方程，有如 2 fc / A 2fc = 0, 所以因为 
只是矢径 r 的分量的函数，于是对的导数等同于 
对 h 的导数.将式 （33. 2) 代入，经过简单的计算之后，得 

A f + B，+ 2B/r 二 0, 

其中“ ”表示对 r 的导数.再以式 (33. 3) 代入，可将上式写成 

B rr -\-2(B Tr — B tl )/ r = 0, 

由此，最后得到 B yr 和之间的一般关 系为： 

①这样的流动可以想象成流体受到强烈的扰动，然后任其自由运动.当然，流 
动一定随着时间而 衰减. 因此严格地说，公式（ 3 3_ 1) 中的平均并不是对时间的平均， 
而是在给定时刻对点1和点2 (它们之间的距离给定为 D 的所有可能位置的平均. 
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2 rB tt d ( r " B rr )/ dr . (33.5) 

在远 大于七 的距离 r 上，根据式 (32. 1)，速度差与 r 〃 3 成正 
比.所以对于这样的 r ， 张量的分量与 r 2 / 3 成正比.将 B r 尸常 
数 x r 2 / 3 和=常数 x r 〃 3 代入式 （33. 5)，就得到简单的关系 

^ 11 ~ (33.6) 


当距离 r 远小于 A B 七速度差与 r 成正比，因此和汉，与 

r 2 成正比.所以公式 (33.5) 给出关系 

B tl ^2 B rr . (33.7) 

在这些距离 ( r 《 A ) 上，和氏 r 也可以分别用平均能量耗散 t 來 
表示.写出氏,=灯 2 ，其中^1是常数，再合并式（33.2), (33. 3) 和 


(33. 4)， 得 




2 1 2 
a^d^+^-a^Uin^ 


对这个关系式求导，得到 

⑹ lt - dv 2i dv u dv 2l — A 

七 “ dx 2l ~ 1 


由于这种关系式对任意小的 r 均成立，所以可以令 x u ^ x 2i , 因此 



但是根据普遍公式 （16. 3)，对于平均能量耗散有 

,1 Jdvr'dvt \ 2 「 fdv, \ 2 t 9v { dv t ] 1C 

€= T v 1^7+^7 ； = v S^) #h 15 仙, 

因此 a = f /15 v . 所以我们得到用平均能量耗散 e 给出和瓦 < 的 


下列关系式 ®: 

①似乎可以设想，在原则上有可能得到一个适用于任何湍流的普遍公式，在所 
有远小于 i 的距离 T " 上将给出 Srr 和 Bh . 但是在事实上，根据下曲的讨论就会知道， 
不存在这样的公式. { vu - vu }^( v zk - v lk ) 的瞬时值在原则上可以表成同一时刻能量 
耗散6的一个普遍公式，不过当我们对这些表达式取平均值时，因为在大尺度（尺度 
〜 Z ) 涡的周期量级的时间内^的变化规律将起主要的作用，而对于不同的流动，这个 
规律是不同的.因此平均的结果是不能普遍适用的. 
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C 





(33,8) 


我们还可以 讨论三重关联 

kl~ (^2i — （ ”2jfc — ^i t) ( ? ； 2i 一 ^ U ) * (33. 9) 

仍旧假定流动是完全均匀和各向同性的.让我们首先来研究辅助 
张量 ^ U ^\ kV 2 l . 这张量对下标 i 和&是对称的，同时由于各向同 
性，它和氏，一样，也一定可以用 t 和来表示.这种张量的最 
普遍形式为 

= CO)<5i Jt n ; + Z?(r)(3 u 7z i; +<5 jfcI n i ) +F(r)n i n k n l . 

(33.10) 


将上 式对以求导，利用连续方程，则得 


9 

3^2 i 



~ ^1 k 


^21 

dx 2l 



将心心％的表达式代入,经过简单的计算（从略)之后，得到两个 
方程： 


d[r 2 (3C-h2D-i-F)]/dr=0 1 


O ' 2.(^ CIt — 0. 


前者的积分给出 

3(7 + 2/) +尸二常数/ 〆 . 

盅^二0时，函数 C ， Z > 和 P 必须保持有限值，于是必须令常数为 
零.所以 

3C + 2Z)」F 二 0. 

根据上面得到的两个方程，求得 



03.11) 


现在将式 (33. 9) 中的括号展幵.容易看出，由于流动的各向同性, 
平均值均为零.因为这些乘积中的三个速度 
均取自同一点，所以可表示张 ShW 的唯一张量为4^但是由 
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单位张量来构造一个三阶对称张量是不可能的.另一方面，当点1 
和点2互换时，因为式 (33.10) 中的 矢量〜 要变号，所以像 
和^^这样的平均值都是大小相等、符号相反的.结果是 

^ik I — 2 V lfc V2i * 

将式 （33. 10) 和 (33. 11) 代入，我们有表达式 

B ikl —2{rC rj rC) + 心 …）+ 6(rC’ 一 ” 

(33. 12) 

仍然取一个坐标轴平行于 n ， 我们得出张量反 h 的分量为： 

B rrr =—1267， B rit — — 2((7+ rC ), B rTt 二 B ttt 二 0. 

因此我们看到，在非零分量和之间存在着关系式 

6 B rtt ~ d ( rB rrr ) / dr . (33.13) 

最后，我们还可以找出张量和的分量之间的一个关 
系.为此计算导数3(1^)/以，要记住，完全均匀和各向同性的流 
动必需随着时间而衰减.借助于纳维-斯托克斯方程来表示导数 
和，得出 

^(v u v 2k ) ^ ~-^^(v u V u v 2Jc ) -~^^-(v u v ik v u )— 

K〒)+ v Ai )+vAz (“). 

在利用均勻各向同性的性质时，必须记住，当点1和点2互换时 ， r 
的符号也改变,于是(一阶)空间导数一定变号.因而前两项相等， 
最后两项也相等，中间的第三项和第四项为零.根据各向同性，则 
平均值^必须是 /( r ) 〜的形式.所以散度3(^；)/以 2 * = 

为零 r 但是散度处处为零的中心对称矢量，只有常数 
乘 (1/ r 2 ) 〜这么一个.这样的矢量在 r = 0 时将趋向无限，因此是 
不可能的.于是常数。必须为零. 

这样得 
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嘉 (W2fc) = - + 2v A W2*. (33. 14) 

依照上面导出的公式，这里必须将 

= V 2i V 2k — 


V li V u V2i ； 


~^rrr^i l n k 4~^ (-^^^rrr U ) 


1 t 

万 rrr B TTT > ) H ^11^71 im (33. 15) 

代入式 (33. 14). 利用流动的完全均匀性和各向同性，在式 (33. 15) 
的第一个表达式中可用 At 来代替 


一 ^~ 召 “. （ 33.16) 

单位质量动能的时间导数正好与能量耗散€只差一个负号, 

所以 3(|-^)/ a ^-|- e . 经过简单的（然而是冗长的）计算之后 
给出方程 

一 A e - 1 ^rr = 1 d(v 4 B rrr ) V d_( , 9B rr \ 

3 2 dt 6r 4 dr r 4 dr\ dr f 

(33.17) 

因为假定 r 很小,因此在上式左边令 r = 0 可以有足够的精度，即 
与 e 相比可略去 9B rr /dt. 最后的方福乘上 〆 ,再对 r 积分，并利 

用^ = 0时关联函数为零的条件，我们得到下列和之间的 
关系. • 

B rrr ~ —-^-er + 6vdB rT /dr. (33.18) 

o 

和式 (33.13) —样，无论 r 是远大于或远小于為，关系式 (33. 
18) 均成立.当 r 》；^ 时，粘性项很小，就有 
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B rrr =-^T. ( 33 . 19 ) 

5 

如果 r 《心，我们可以将 S rr 的表达式 （33. 8) 代入式 （33. 18)， 则 
得 J 5 rr7 = 0. 因为在这种情形下，足 rr 必须是 r 的三级量，所以一 
次项必然为零①. 

§34. 湍流区域和分离现象 

湍流流动一般说来是有旋的.但是流体中涡量 ©( = ▽>< a ) 的 
分布在湍流流动（当 A 很大时）中有某些 特性： 在绕物体的“定常” 
湍流流动中，整个流体的范围通常可以分成两个独立的区域.其中 
一个区域中的流动是有旋的，而另一个区域中的涡量为零，所以是 
势流.因此涡量只在一部分流体中不为零(不过， 一 般说来这个区 
域是无限的 .） 

这样一个被限定的有旋流动区域之所以能够存在是基于下列 
事实，即湍流流动可以当作满足欧拉方程的理想流体运动来处 
理②.我们已经知道（§8)，对于理想流体的运动，环量守恒定律 
成立.特别是，如果在流线上的任何一点有 <0=0，则在这条流线 
上每一个点都有 © = 0. 反之，如果在流线上的任何一点有 G ) 乓 0, 
则在这条流线的所有点上 O 都不为零.因此很清楚，如果有旋流 
动区域具有这样的 性质： 其中的流线不能进入它以外的区域，则 
存在被限定的有旋和无旋流动的区域是与运动方程相容的.这样 
的 CO 分布总是稳定的，因此在分离面以外,涡量仍然为零. 

有旋的湍流区域的一个性 质是： 这个区域与周围空间的流体 


① 比值 iBrw / Srr 丨在 Z » r » A a * r « A 。 的 K 域中一定是恆量.实验结果衣 
明：实际上这个量对所有的 r 都近似为恒量,数值约为 0.4. 

② 这些方程对湍流的适用范围到 h 量级的距离为止.因此有旋流动和无旋流 
动的明确界线，也只能确定到这个距离的量级为止 t 



的交涣只能单向进行，即流体能够由勢流区域进人有旋区域，但是 
永远不能离开有旋区域. 

应当强调，这里给出的推断当然不能认为是上述问题的严格 
证明.但是，有限的有旋湍流区的存在似乎已为实验所证实. 

在有旋和无旋区域中，两者的流动都是湍流的.但是在这两个 
区域中，湍流的性质是完全不同的.为了说明这种差别的原因，我 
们可以指出满足拉普拉斯方程二0的势流有下述普遍性质.假 
定流动在邛平面上是周期性的，则4通过形式的因子 
而包含 r 和 V . 于是 

3 2 ^ fdx 2 + d 2 ( j > jdy 2 — ~ ( k \ J r Jet ) <^>— — h 2 < f >, 

同时，由于二阶导数之和必须为零，所以4对 z 的二阶导数一定等 
于4乘上一个正 系数： d 2 ^>/9z 2 ^k 2 (/ >. 于是当00时，由形 
式的阻尼因子给出4对2的依赖关系 （ V s 将引起0无限制地增 
加，这显然是不能取的）.因此，如果势流在某个平面上是周期性 
的，则它一定沿该平面的垂直方向而衰减.而且 t 和趴越大（即在 
对平面上流动的周期越小），则流动沿2轴的衰减就越快.所有这 
些论断，对于不是严格的周期运动而只有某种周期性性质的情形 
仍然在定性上适用. 

由此立即得到下述结论.在有旋流动区域以外，湍流涡一定 
被衰减掉，而且一定是湍流涡的尺度越小，衰减就越快.换句 i 舌 
说，小尺度的涡不能穿入势流的区域很远.所以只有最大尺度的 
涡在这种区域中才是重要的；它们在相当于有旋区域(横向）线度 
量级的距离上被衰减掉，有旋区的线度正好是这种情形中的湍流 
的外尺度.在远大于这个线度的距离上，实际上并没有湍动，因此 
流动可以看作是层流的. 

我们已经知道，湍流中的能量耗散发生在最小尺度的涡中；大 
尺度的涡中没有显著的能量耗散，这就是为什么对湍流可以应用 
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欧拉方程的原因.根据上面所说的道理，我们得到一个重要的结 
论： 能量耗散主要发生在有旋的湍流区，而在该区域以外，几乎没 
有能量耗散. 

只要记住有旋的湍流流动和无旋的湍流流动的所有这些性 
质，今后为了简短起见，就可将有旋湍流区域简称为湍流区或湍 
动区 . 在以后的几节中，我们将讨论各种情况下湍流区的形状. 

湍流区一定在某个方向上以被绕流物体的部分表面为界，这 
部分表面的界线称为分 离线. 湍流流体与其余流体的分界面由这 
条分离线开始.物体绕流中湍流区的形成称为分离现象. 

湍流区的形状是由流体中的主流（而不是紧靠物体表面的邻 
近区域）的性质决定的.一个完全的湍流理论（至今还未建立起 
来），在物体表面上分离线的位置给定以后，原则上应能根据理想 
流体的运动方程组确定出湍流区的形状.但是，分离线的实际位置 
要由紧靠物面的邻域中的流动性质（称为边 界层) 来确定.在这个 
紧靠物面的邻域中，粘性将起重要的作用（见§ 40). 

§ 35. 滿流射流 

在某些情形下，尤其是射入充满流体的整个空间中的各种类 
型自由湍流射流的情形（普朗特， L . Pmndtl ， 1925)，只要通过简雎 
的相似性分析就能确定出湍流区的形状及其他一些基本性质. 

作为第一个例子，现在来研究在两个无限平板相交的拐角上 
当流动“分离”时所形成的湍流区(图 I 6 中画出了它的横截面).对 
于层流的情形 （§ 10,图3)，流动沿着拐角的一边 （ B 卩 40) 平滑地转 

向，然后沿着另一边 （ B 卩 05) 离去.在湍流的情形下，其流动图象 
是完全不同的. 

现在流动沿拐角的一边到达顶点时并不改变流向，而是继续 
沿原方向 前进. 此时沿另一边的 SO 方向上出现了另一个流动 r 
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这两个流动“混合”形成湍流区①；在图16的横截面中，用虚线画 
出了这个区域的边界.这个区域的起因可以说明如下.设想这样一 
个流动，其中沿40的均勻来流以不变的方向继续向前运动，以 
致充满平面及其向右延伸平面以上的整个上半空间，而在延 
伸平面下面的流体是静止的.换句话说，我们在恒速度运动的流 
体和静止的流体之间有一个分界面(平面49的延伸平面).但是 
这样的间断面是不稳定的，所以在实际上不可能存在（见§ 30) .这 
种不稳定性导致上下两部分流体的混合和湍流区的形成.由于流 
体必须从下面进入湍流区， 所以沿 BO 方向的流动出现了. 



图16 


让我们来确定湍流区的形状.取 a ; 轴沿着图16所示的方向， 
原点取在0点.我们用匕和 r 2 表示从以平面到湍流区上、下边 
界的距离，所以要求确定出作为 a : 函数的 R 和 r 2 . 从相似性讨 
论出发，很容易做到这一点 • 因为平面在所有方向上都是无限的， 
所以在我们的讨论中并不存在具有长度量纲的恒定参数.由此可 
见1，6只能直接正比于07: 

Y x = xi^a y , F 2 = a ： tga 2 . (35.1) 

比例常数只是数值常数，我们把它们写成 tga M tga 2 , 所以 a 和 a 2 
是湍流区两个边界和 o ; 轴之间的夹角.因此湍流区界于两个相交 
于拐角顶边的平面之间. 

①请记住，在湍流区以外是，随着离开湍流区边界的距离的增大而逐渐地变成层 
泷的无旋流动. 
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叫和 a 2 的值只取决于拐角的大小，而并不依赖于（例如 ):: li 流 
的速度.它们不能从理论上计算得到；对于绕直角的流动，其实验 
结果为 0 ^ =5° r a 2 =10°①， 

沿拐角两边流动的速度是不同的；两个速度的比值是一个确 
定的数，也只取决于拐角的大小.当夹角并不接近干兀时，其中一 
个速度要比另一个速度大得多，这个较大的速度就是主流速度，它 
与湍流区的伸展方向相同方向).例如，在绕直角的流动中， 
沿平面的速度是沿速度的三十倍. 

我们还可以指出，湍流区两边的流体压力差很小.例如，在绕 
直角的流动中，发现 

V 广 - Vi'': 0.003 , 

其中 R 是主流的速度（沿40方向）， h 是主流的压力，而 h 是沿 
流动的压力. 

在两平板夹角为0的极限情形下，只有一块乎板的边缘，流体 
沿着这块平板的两侧运动.湍流区的夹角 A ! A =0，即没有湍 
流区；沿该平板两侧流动的速度相等.当夹角不断增加时， 
可以达到一个状态，即平面成为湍流区的下 边界； 这时夹角 
已是钝角.随着夹角的进一步增加，湍流区的一侧继续以平 
面为界.这时只有流动的分离现象，其分离线沿着拐角的顶 
边.湍流区的张角总是有限的. 

作为第二个例子，来研究从细长管末端射入无限空间的湍流 
射流问题，在该无限空间中充满着同一种流体.这种“浸没射流” 
的层流问题，在§23中已经解决了.在远大于管口尺寸的距离上 

①在这里以及在别的地方，我们所谈到的湍流射流横截面上的速度分布的实验 
结果，都是基于混合长度理论（见本节最后的脚注)经过计算整理的（托尔明 W . Toll - 
mien , 1926). 混合长度理论包含着一个任意常数，其数值的选取是使理论结果与实验 

番 

尽可能地吻合. 
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(以后我们只讨论这种情形)，不论管口的实际形状如何，射流总是 
轴对称的. 

现在来确定这种射流中湍流区的形状.取射流的轴线为 Z 轴， 
并且用丑表示湍流区的半 径：我 们要求确定出作为0；的函数 （ ^ 
是从管口量起的）.和前面的例子一样，根据相似性分析，很容易直 
接定出这个函数.在远大于管口尺寸的距离上，管口的实际形状 
和尺寸不能影响射流的形状.因此在我们的讨论中，没有长度量 

纲的特征参数.于是和以前一样 ，开 必须正 比于々 

R -- a : tga , (35.2) 

其中数值常数对所有的射流都是相间的.因此湍流区是一锥形； 
锥顷角 加的实 验值为如。到⑽ W 〆 

(图 17)®. 

射流横截面上的（时间平均） 

速度分布具有下述特性.流动主 
要是沿射流方向.纵向速 度分量 
随着离射流轴线的距离的增加而 
迅速地减小;仅仅在离开轴线 0.35/? 的距离上，纵向速度分量就减 

为(〃0是轴线上的速度），并且在端流区的边界上，它是 O . OImq 

的量级.横向速度分量在湍流区的横截面上各处的量级大致相同， 
而在湍流区的边界上，约为一0_025…，是指向射流的.这个横向 
速度分量引起流入湍流区的流动.湍流区（对于给定的《角）外面 
的速度分布，可以从理论上来确定（见问题 1). 

射流中的速度也随离管口距离的增加而下降.这个衰减规律 

① 实验上观测到常数《对管 t : i 初姶条件（速度剖面）的某些依赖关系.有理山 
推测，这种依赖性是由管口有限尺寸的影响所起的，而在更远的距离上，这种影响朽 
会消失。 
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是很容易求得的.为了求出衰减规律，我们采用如下的方法.因为 
通过其中心在管口的球面的总动量通量必须与该球面的半径无 
关.而射流中的动量通量密度为 p « 2 的量级，其中《是射流中某 
个平均速度的量级;从流体密度 P ，速度《以及距离 Z 能够组合成 
的量中，具有动量通量密度量纲的量只有这个 PW 2 . 在射流的横 
截面中， W 明显不为零的这部分面积是及 2 的量级.因此总动量通 
量为 pV 纪的量级.令 PM 2 # 等于常数，并设及=常数 X 2 T ， 则得 

m 〜常数/尤， （35.3) 

即速度的大小随着离开管口的距离而成反比地减小. 

单位时间内通过射流区横截面的流量0是该面积(〜丑 2 )与平 

均速度《乘积的量级.代入后求得① 

Q = Bx. (35.4) 

因此，通过湍流区横截面的流量随$而增加，也就是一些流体 
好像被吸入湍流区②.式 （35. 4) 中出现的常数可以确定如 下：在 
管口尺度量级的距离上， 0必须是单位时间内由管中流出的流量 
队，对于任何特定的射流，是固定不变的.所以我们知道6〜 
Qofa, 其中 a 给出管口的横向线度(例如，如果管口是圆形的，则《 
为半径).于是可以写出 

B^cQJa, (35.5) 

其中 c 是数值常数，它只取决于管口的形状.如果管口是圆的，由 
实验求得 c 约为 1.5. 

在射流长度方向上任何截面的流动，可由该截面上定义为 
2^/ v 的雷诺数来表征.但是根据式 （35. 2) 和 （35. 3)，乘积2^沿射 

① 如果在很大的范围内变化的两个变量总是有相同的量级，则它们必须成正 

比.因此在这种情形（以及类似的情形）下，就能够准确地写成 Q = 常数 Xz 来代替 G 
〜常数 X ； r. 、 

② 通过任一横截于射流的无限平面，其总的质量流璧是无限的，即射入无限空 
间的射流所带动的流体总量是无限的. 
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流为常数，所以该雷诺数在所有截面上都相同.例如可以把它取成 
B / pv . 出现在这里的常数5是确定射流中流动的唯一参数.当射 
流“强度”仏增加时 （ 《的值保持不变），雷诺数 B / pv 最终会达到 
一个临界值,在这个临界值以后，流动立即在整个射流长度上变为 
湍流①. 

问 題 

问题 1. 试确定射流中湍流区以外的平均速度. 

解： 我们取球坐标 r ， H 以极轴沿射流轴线，原点取在射流的出口处. 
因为射流是轴对称的，所以平均流动的速度分量 《；• 为零，而 如和〜 只是 r 
me 的函数.裉据层流射流问题中采用的方法一样（§23)，经过同样的讨论 
表明，％和 m ,. 必须是％ = /(6>)/ r , w r = F (60/ r 的形式.在湍流区以外是势流， 
即 ▽ XiizO , 所以 

du r jdO — d { rUfl ) jdr — 0. 

但是 r % 与 r 无关，子是 

9 u r / d 6 — (1 / r ) dF jdB — 0, 

因此 F = 常数=—6,即 

u r - — 6/r. (1) 

①对干各种湍流流动的类型，为了进行更详细的计算，通常基于有关湍疣粘性 
系数对平均速度梯度的依赖关系的假定•采用某种“半经验的”理论.例如在齊朗特理 
论中（对于平面流动）假定 

vm^l z 1 3ur!dy \ , 

其中〗 （称为混合长度）对坐标的依赖关系是根据相似性分析的结果来选 取的； 又如在 
自由湍流射流中，我们设 l = CX ， C 是一个经验常数.这种理论通常与实验能很好地吻 

合，所以对内插法计算是很有用的.但是不可能给出表征各个理论的经验常数的普适 
值.例如，对于各种特定的情形，混合长度 i 与湍流区横向线度的比值有不同的选取. 
还应该指出，对于湍流粘性系数，有各种不同的表达式能够与实验结果很好地吻合. 

有关这些理论的更详尽的讨论，可参阅 X r . JoMnjmcKHil , AepodunaMUKa notpa - 
nimnoio cJion , rocTem ^ aT , 1941； r . H . AfJpaMOBm , Typ 6 y.ieumHue ceo 6 odnue 
cmpyu JicudKocmeu u 10306, roc3neproH3saT, 1948； H . Schlichting , Boundary 
Layer Theory, Pergaraon Press , London 1979. 
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根据连续方程 


就得到 



1 9 

rsin 8 90 


(u e sin6) 



f 



常数一 beos (3 

sin 0 * 


如果 0 = a 时速度有限，则积分常数一定为一 &• (因为问题中的解只涉及湍 
流以外的空间，而 0 ^= 0 在湍流区内，所以当6» = 0时/为无穷是没有关系 
的 J 因此 



6(1 + cos 沒 ) 
rsin 0 


r 2 


( 2 ) 


射流方向的速度分量(〜)以及速度的绝对值为 


b b eos 0 



b 


rsin 




常数 6 可以和式 （35. 4) 中的 A 联系起来.让我们來研究由湍流区形成的- 
段截锥,它以该锥的两个无限接近的横断面为界.单位时间内进入该段截锥 
的流体 质璧为 

dQ ~ —2jrrpsin a - Undr ~2nbp(l J r coscz)rfr, 

而根据公式 （35. 4)， 我们有 

dQ — Bdx 二 Bco^adr^ 

比较这两个表达式，则得 



B cos a 

2 jrpd-j- cos a) 



在湍流区的边界上，速度《指向湍流区的内部，它与^轴正向的交角为 


了 ( jt 一 a) • 


现将湍流区内部的平均速度圮 {定％ 1 = Qi 沉 pR 1 二 Bin P xiga ) 与边 
界上的速度(〜)勢进行比较.取式 (3) 中的第一个方程，令 6- a , 求得 


(w x ) — Gosa). 

当 a = 12° 时，这个比值为 0.011, 即湍流区边界上速度远小于该区域内部的 
平均速度. 

问题 2. 设一从无限长狹缝中喷出的浸没湍流射流，试确定其尺度变化 





和速度变化的 规律. 

解： 稂据与上述軸式射流同样的理由，我们断定湍流是以两个平面为 
界，这两个平面沿着狄缝相 X ，即射流的半宽度为 F = 射流中动量通 

量（沿狹缝的单位长度上）为的 S ； 级.〒是平均速度 M 对 o ; 的依赖关 
系为 

M = 常数 / V ^. 

通过湍流区横截面的流量为 Q 〜 puY ，因此 

心二常数 xVa ;. 

如平面平行射流的张角为则实验数据给出《的值为25° — 33° (参阅本节 
第三条脚注). 

§36. 湍流尾迹 

在绕物体的流动中，治雷诺数大大地超过临界值时，物体后面 
将形成一个长长的湍流区，称为湍流尾迹.在远大于物体线度的 
距离上，根据简单的推理就能使我们来确定该尾迹的形状和其中 
流体速度减小的规律(普朗特， 1926). 

和§21中研究层流尾迹一样，以 U 表示来流速度，取 I ；的方 
向为 z 轴向.在对湍流涨落取平均值以后，任一点上的流体速度 
可写成 U + w . 以 a 表示尾迹的某个平均宽度，我们来求 a 作为 t 
的函数.如果没有升力，则在远离物体的距离上，尾迹是轴对称 
的，所以其横截面为圆；在这种情形下， a 可以是尾迹的半径.如 
果有升力存在，就使得 P 平面上出现了某一特定的方向，所以尾 
迹在离开物体的任何距离上都不是轴对称的. 

尾迹中流体的纵向速度分量是 U 的量级，而横向速度分量是 
湍流速度某个平均值 m 的量级.所以流线与 z 轴之间的夹角是 
«/"的懂级.正如我们所知，尾迹边界是有旋湍流运动的流线不 
能逾越的界线.由此得出尾迹边界与$轴之间的夹角也是 m /17 的 
量级.这就是说我们能够写成 

* 167 ^ 



da Idx 〜 ujU ， (36. 1) 

其次，我们来利用式 (21. 1) 和 (21. 2)， 这些公式是用尾迹中流 
体速度的积分来给出作用在物体上的力（这里的速度是指它的平 
均值）.在这些积分中，积分区域是的量级.所以对积分进行 
估计后，可得出 F 〜 P Vua 2 , 其 中卩是 阻力或升力的量级.因此 

u 〜 F / pUa . (36.2) 

将其代入式(36.1)，得 

daj dx 〜 FI pU 2 a 2 ， 

由此进行积分得 

a ^( Fx / P U 2 ) l/ \ (36.3) 

所以尾迹的宽度随离开物体的距离的立方根而增加.对于速度 
根据式 (36. 2) 和 （36. 3), 我们有 

u ^( FU / px 2 y /3 f (36.4) 

即尾迹中的流体平均速度与 P /3 成反比. 

在尾迹的任何横截面上，流动由雷诺数/?〜⑽ / v 来表征.将 
式 (36. 2) 和 （36. 3) 代入，得 

R 〜 F IvpUa 〜 (F 2 / p z Uxvy' 

可以看出，这里与湍流射流中的情形不同，雷诺数沿尾迹不是常 
数.在离开物体足够远的距离上 ，尺 变得如此之小，以致尾迹中的 

流动不再是湍流了.再往后，将一直是层流尾迹.层流尾迹的性 
质已经在§21中研究过了. 

在§ 21的问题2中，我们已经得到描写尾迹外面远离物体处 
的流动的 公式. 像层流尾迹外面的流动一样，在湍流尾迹外面的 
流动中，这些公式同样有效. 

这里可以指出物体周围速度分布的若干普遍性质.不论是湍 
流尾迹的内部或外部，两者中的速度（我们总是指平均速度 U ) 都 

随着离开物体的距离增加而减小.但是纵向速度&在尾迹的外 
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面要比在尾迹里面减小得更快（〜 1//). 于是在远离物体的地 
方，可以假定尾迹外面的％为零.我们可以这样说，〜是从尾迹 
轴线上的某个最大值下降到尾迹边界上的零值.边界上的横向速 
度分量化、义与它们在尾迹里面的量级相同，在离开物体的给定 
距离 z 上，心和〜随着离开尾迹的距离增加而迅速地减小. 

§37. 儒可夫斯 基定理 

在物体后面尾迹的厚度远小于其宽度的情形下，上节末所描 
写的物体周围的速度分布就不适用了.在绕流物体的厚度（沿汉 
方向）远小于其宽度（沿2方向）时，不管长度的大小（沿流动方向， 
即$方向）如何，就会形成这种类型的尾迹.也就是说，现在要研 
究对这样一些物体的绕流问题，物体上垂直流向的横断面是非索 
细长的.作为特例，机翼就是这类物体，其宽度(或称翼展)远大于 
它们的其它线度. 

在这种情形下，对于垂直于湍流尾迹平面的速度分量〜,显然 
没有理由认为它在尾迹厚度量级的距离上应该有显著地减小.相 
反地，速度分量心在尾迹中以及在离开尾迹相当远的距离（翼展 
的量级）上，都有同样的量级.当然，我们在这里假定升力不为零, 
否则的话，横向速度〜实际上为零. 

现在来研究上述流动所产生的垂直升力根据公式 （2 J .. 
2)，^由积分 

⑽ (37. 1) 

给出，这里 由于化 分布的性质，因此必须在整个横截面上积分.而 
且，由于尾迹的厚度(在 y 方向）很小，而尾迹内的速度％并不远 
大于它外面的值，所以将整个2/上的积分改写成尾迹以外上的 
积分，就可以有足够的精确度，即 
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dy ^ 

— m/ 


dy 


d y ， 


其中心和 h 是尾迹上、下边界的坐标(图 18). 

然而尾迹以外是势流， 有 并且在无穷远处有 
0=0,于是得到 

^一一4 一、、 卜 

u y dy = ^)o — (b i, ,〆’ 、、、、鲁 

其中心和心是速度势在尾迹两 t 
侧的值.如果用间断面来代替薄 | 

、、 〆 广 

尾迹，则可以说 — h 是间断面 ^ ^ 1 

上速度势的跃变.然而导数化= 图 18 


图18 


卿 y 必须保持连续.因为垂直于尾迹曲面的速度分量间断就意 
味着有一定量的流体流入尾迹；但是在尾迹厚度忽略不计的近似 
中，流入的流量必须为零.所以我们可以用切向间断面来代替尾 
迹.其次，在同样的近似程度下，压力在尾迹面上也必须是连续的. 
因为在一级近似中，根椐伯努利方程得出压力的变化为 pUn r = 
pt /3^/ 七，所以导数抑/以也必须连续.然而导数％/七，即机 
翼跨度方向的速度一般说来是间断的. 


因为导数3^/七是连续的，间断值 H 只取决于;3而与 
沿尾迹的坐标: r 无关.所以我们有下面的升力 公式： 

F y — — pU ^(( f > 2 - ( p ^ dz . (37. 2) 

mf 

对整个 2 从一 CO 到 + CO 的积分可以只在尾迹的宽度上进行积分 
然,在尾迹以外 ^2— ^1 = 0). 

这个公式还可以写成稍为不同的形式.为此我们指出，利用 
众所周知的标量函数梯度积分的性质，可以将差值 n 写成曲 
线积分 

S (s/(f>) Uhdy r Ujrdx ) 9 


» 170 « 



其中积分曲线是从点％出发,绕过物体，终止于点心，因此积分曲 
线经过的点都在势流区域内.因为尾迹很薄，我们可以用 从心到 
y , 的小线段來封闭积分曲线，这样，除去更高阶的小量之外，不会 
改变上述曲线积分值.用厂表示环绕物体的闭合曲线 C 的速度环 
量（图 18), 则有 

/% 

r O it • dl - 二小2 — 01， (37* 3) 

以及关于升力的公式① 

F ,= - pU \ Pdz . (37. 4) 

在1906年，儒可夫斯基首先导出上述公式，给出了升力和环 
量 之间的关系，这就是儒可夫斯基定理@. 

问 题 

问题设有一无限长圆柱体在横向绕流中形成湍流尾迹.试确定该湍 
流尾迹变宽的规律. 

解： 每圆柱体单位长度上的阻力 h 是的量级.将它与关系式 
(36. 〗）结合起来，我们求得尾迹的宽度 F 为 

Y = A^/(xfJpU^j 9 ( 1 ) 

其中4为常数.尾迹中的平均速度 m 按 

M 〜V (f x /px) 

的规律而减小.雷诺数 

R 〜 Yufv〜f x l pUv 

与 z 无关，所以没有层流尾迹. 

可以指出，根据实验结果，式 (1) 中的常数系数 4=0.93( r 是尾迹的半 
宽度； 如果 F 取为这样一个距离，在该距离上速度〜戚小为最大速度 (在尾 

螯 . ■ ■ ■ I I . . ■ ■ !■ 

① 选取速度环量的符号时，总是以逆时针路径的积分 为准. 公式（3 7 . 3) 的符 
号还决定于选取的流动方向.我们总是假定流动沿$轴的正向（从左到右). 

② 有关这 个定理 应用到流线型机翼的 情形， 请参阅§ 4匕 
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迹中心上）的一半，则 ^4 = 0.41). 

2. 设有一无限长物体在横向绕流中形成; I 迹，试确定该尾迹外面 

的流动. 

解： 现选用柱坐标，其2轴沿物体的长度方向. 

尾迹外面是势流，将速度势记作少，用以区别柱坐标中的角 f 像§21 
中问题2 —样，我们断言，必定存在 

O u • (▽少） • df ~ f x f pU ' 

现在的积分区域是一个半径很大的单位长的岡柱表面，圆柱的軸线沿 z 軸 
向，而九是毎单位长物体上的阻力.满足这种条件的二维拉普拉斯方程 
A 少=0的 解为： 

0— (fx/2npU)\nr. 

其次.根据公式(37_2)，我们有升力 

fy^pU(0 l -0 2 ). 

在拉普拉斯方程的所有解中，随距离的改变而减小最慢的以及在4 = 0的平 
面上有间断的解为少=常数 X 扣 因为么一 A =2; r ， 所以常数为 一 iVS ^ rpt /. 
流动由上述两个解之和给出，即 

速度《的柱坐标分量为 

u r ~9<t>i9r ^f x /2npVr, 

w 0 — (l/r)3<P/P0^ —/ y /2^rpf/r. (2) 

速度 U 与 r 方向交成一个不变的角度 tg ^ Wh ). 

问题 3. 当存在升力时，试确定无限长物体后面尾迹的弯曲规律. 

解： 如果存在升力，则； I 迹（当作间断面）在巧平面上是弯曲的.确定 
愿迹曲线的函数 y = y ( x ) 由方程 


dx / ( u x + U ) dy / uj , 

给出.根据问题 2 中式 (2)， 代 之以〜 ％— / ff /2; rp 仏 r ， 同时与 U 相比略去 
〜则得 


由此 


dy / dx ~— f y /2 jt pU 2 x f 
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§38. 各向同性湍流 

我们在§ 33中已经提到过湍流的一种特殊情形，即完全均匀 
和各向同性的湍流，其整个流体中的平均速度为零.这种流动可 
以想像成流体受到剧烈地扰动后，再任其自由地运动.当然，这种 
运动将随着时间的推移而衰减. 

进一步地研究各向同性湍流，特别是确定其随时间衰变的规 
律，都是基于洛强斯基（几厂 JIOHUflHCKHH, 1939) 首先导出的守恒 

定律，这个定律只对各向同性的湍流成立，它是角动量守恒这一 
普遍定律的一个推论，可以导出如下： 

设在无界的流体中分离出某个很大的体积，我们来研究这个 
体积中流体的总角动量 M. M 具有某个随机值 ，一 般说来是不为 
零的.由于该体积中流体与周围流体的相互作用，所以 M 并不严 
格地保持不变.但是由于相互作用是一种表面作用，显然 M 发生 
显著变化所需的时间 T 必须随所选取体积的线度 L 的增加而增 
加. 时间 T 和线度 L 可以任意大，从而在这种意义上角动量 M 是 
守恒的. 

为了以后的方便，假定选定的流体体积包含在一个具有固定 
固壁的容器中，显然这个很大体积的表面上的边界条件，对该体积 
中我们所关心的流动性质没有任何影响. 

根据一般的定义，总角动量 张量见 u 等于对整个体积的积分 

P (XiV k — x k Vi)dV. 

将上述积分作如下 变换： 

x k VidV— ^-(XiXkV^dV— J XiX k ^-dV — ^x { v k dV. 

将上式右边的第一个积分变成曲面积分,就能看出其为零，因为流 
体界面上的法向速度为零，所以有如果流 
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体是不可压缩的 （▽ 


0)，则第二个积分也为零.所以 


x k v { dV 


x,v k dV y 


并能写出 


M ik ::_-2p 


dV 


M ik 所有分量的平方和等于角动董矢量 ' 

% 

M — p j (r x v)dV 
的大小的平方的两倍，于是有 

M 2 ^ 2 p 2 [ XiV k d\ T T. 

m 

积分的平方可以写成二重积分： 

蜷广 

M 2 二 2p 2 v k v f k dVdV f 

J » 

最后我们指出，上述表达式可以改写成 


M 


P 


2 


{x^x\yv k v k iVdV f i 


包含平方4和的积分为零，这是由于 


IJ x^VkV^dVdV 


dV r 


dV, 


而且因为固定容器中不可压缩流体的总动量为零，有 


v k dV = 0 


( 38 . 1 ) 


式 (38. 1) 中被积函数的因子是速度的标积，这 
两个速度对应点的坐标为 A 和4，这两个点相隔的距离为 
V (^- x ； T 2 . 在上述的体积中，将这个标积对点 a 和4所有可 
能的位置（给定 r ) 取 平均： 这种平均和§ 33中定义关联函数所 
采用的平均相同.因为该流动是各向同性的，所以量^ r 只是 r 
的函数.随 r 的增加而迅速地减小，这是因为相距很远两点 


* I7i • 



上的湍流速度，可以假定在统计上是独 立的： 即两个速度乘积的 
平均值简化为两个速度平均值的乘积，而速度本身的平均值为零 
(在所讨论的流动中，平均速度处处为零） 4 

在式 (38. 1) 的积分号下进行这种平均，得到 

M 2 =p 2 fdV ， (38. 2) 

m 

其中 

f 二 一 ^ ; dV\ 

上式/的被积函数随着 r 的增加而迅速地减小，所以积分是收敛 
的；也就是说，当积分区域的线度 L 趋向无限时，/趋向一个有限 
的极限.因为这里的流动是均勻的①，/在整个流体的范围中处 
处都相同，所以就能够写成 HpjT . 可以指出，由此得出角动 
量随运动流体体积的平方根而增加，并不是与该体积成正比.这 
个原因在于总角动量是大量的统计上独立分量（各个小部分上流 
体的角动量)之和，这些分量的平均值不为零. 

由此我们断定，在各向同性的湍流中， I 的不变性就是 

= 常数 • (38. 3) 

这就是洛强 斯基定 律②. 

在线度相当于湍流尺度/量级的区域中（这个区域的休积 
〜 Z 3 )， 式 (38. 3) 的被积函数明显地异于零，其量级为〃 2 / Z 2 . 因此 
根椐式 (38. 3) 有 

以 5 二 常数. (38. 4) 


①除去表面附近很小一部分以外的整个区域. 

@最近已不止一次地提 出了 这样的 疑问： 根据在间距非常大的两点上的速度 
关联的性质，该守恒定律 (38. 3) 是否还能应用.例如，如果这个关联减小得不够快, 
那么积分( 3 匕 3) 就有可能发散.但是直到现在，整个问题似乎还不太清楚. 


• 175 • 



利用这个关系式，可以确定出各向同性湍流随时间的衰变规 
律.为此来估算一下单位体积流体动能对时间的导数 .• 一方面它 
在量级上可以写成 pv 2 /t; 另一方面，它又必须等于单位体积流体 
在单位时间内的能量耗散.根据公式 (31. 1), pe 〜(其中” 
是特征速度）.如果这两个表达式在量级上相当，则得 

I 〜 vt . (38. 5) 

将式（38_ 5) 代入式 (38. 4)，可得 

v 二篇 (38.6) 

因此在各向同性的湍流中，速度随时间的衰减是反比于 < 5/7 
对于〖，我(门有 

Z 二常数 X 广 7 ， (38.7) 

即湍流的外尺度随而增加(柯尔莫戈罗夫， 1941). 

根据公式 (38. 6) 和 (38. 7)，雷诺数 R ^ vlIvU 广 3/7 而减小， 

在足够长的时间之后，雷诺数变得如此之小，以致粘性开始显得重 

要了.至此，我们能够确定出能量耗散.一方面根据常用的公式 
(16. 3)，给出 



而另一 方面又有 e 〜 v 2 /t. 将上两式作比较，就得到 

尤〜 V "( W )， (38.8) 

然后从式 （38. 4) 得 

公=常数" 5/4 . (38.9) 

这些公式是在粘性起支配作用时，给出了均勻湍流后期衰变的规 
律，它们是由米尔里奥希科夫 （ M . A . MHJlJlHOmHKOB ) 在1939年得 
到的 • 

让气流通过(有规则地排列着大量小孔的）格栅，就能产生各 
向同性的湍流.我们用 U 来表示原有流动的速度，并取： r 轴沿 U 
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的方向，同时用 + r 表示真正的速度，所以 r 是我们所感兴趣 
的湍流速度.如果引入一个以速度 U 运动的参考系，则相对于这个 
参考系，流体以速度 I 作湍动.当离开格栅的距离增加时，平均湍流 
(具有速度 u = 衰变得比涨落流动更快.这是因为平均流动具 
有与格栅孔径尺寸 a 同量级的 尺度； 下面将看到，格栅孔径的尺度 
«远小于涨落流动的尺度.所以在离格栅足够远的距离上，平均 
速度几乎为零，这时湍流速度就是涨落速度.在这样的距离上，尺 
度小于玖但并不需要小于湍流的外尺度）的整个区域内的湍流可 
以当作是完全各向同性的.在该运动参考系中湍流随时间的衰变 
相当于在原来固定参考系中湍流因离开格栅距离的增加所引起的 
衰变.这种衰变的规律由上面建立的公式给出，其中只需用 r/V 
来代替〖就行了.请记住，在离格栅为 a 量级的距离上 （ a 是格栅 
开孔的尺寸），我们必须有 Z 〜 a ， 所以公式 (38. 7) 可以改写成 

I 〜 a(x/a) 2/ ' 

对于速度，则由式 (38. 5) 得 v 〜 Wlx ， 由此 

v 〜 U (a / xY n • 



题 


在粘性起主要作用的阶段中，试用方程 (33. 17) 求出各向同性湍流中 
VriV r 2 衰变的定量规律. 

解：在这种情形下，我们可以略去式（ 3 3. I 7 )中 S rrr 的项，因为它是 
(小）速度的更高阶量.现引入量 



(见式 (33. 16))，我们得到 6 rr 的方程为 


db TT 



对于这个方程，我们有兴趣的解是 

fcrr 二常数 Xe-rVW / 之， 


• 177 • 



参阅导热方程的龙似解 （ 5 1. 6 ). 这个解给出了函数在某些初始条件下 
的渐近形式，这些初始条汴是指是个任意函数，它随着 r 的增加必须戚 
小得足够快[正如初始时刻热设集中于空间一个小区域内的导热问题一样， 
在那里由公式 (51. G ) 给出了热传播的渐近规律]. 



第四章边界层 

§39. 层流边界层 

我们已经几次提到这一 事实： 很大的雷诺数等价于很小的粘 
性系数.因此，如果雷诺数很大，流体就可以看作是理想流体.但 
是，势考虑贴近固壁的流动时，就不能采用这种近似了.因为对于 
理想流体，边界条件只要求法向速度分量为零，与表面相切的速度 
分量一般保持为有限值；而对于粘性流体，固壁上的速度则必须完 
全为零. 

由此，我们可以得出 结论: 在大雷诺数的情形下，几乎只是在 
贴近壁面的一个薄层里，速度降到了零.这一层称为边 界层， 它的 
特征是其中存在相当大的速度梯度.边界层中的流动既可以是流， 
也可以是湍流.在本节中，我们将研究层流边界层的性质.当然, 
这一层的边界并不十分明显，从边界层中的层流到流体的主流是 
连续过渡的. 

边界层内速度的迅速减小最终归因于粘性，即使 i ? 很大，粘性 
也不能忽略.从数学上说，这是由于边界层内速度梯度很大，因而 
即便〃很小，运动方程中包含速度空间导数的粘性项还是个大量. 
边界层的数学理论是由普朗特 ( L . Praiidte ) 创立的. 

我们来推导层流边界层内流体的运动方程.为简单起见，我 
们考虑沿着表面上一块平面的二维流动•将该平面取作％平面， 
取 z 轴沿流动方向，速度分布便与2无关，并且不存在速度的2分 
量. 

于是，准确的纳维-斯托克斯方程和连续方程就是 
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4+ 命 


1 9 p 
p 


—— V 



(39.1) 

(39.2) 


t ^ ^ y — Q 

瓦十 


(39,3) 


这里假设流动为定常的，所以时间导数被省略了. 

因为边界层很薄，显然边界层内的流动应当大体平行于表面， 
即与〜相比，速度心是一小量（这从连续方程可直接看出）. 

速度沿着 y 轴迅速地改变，它可在边界层厚度3量级的距离 
上发生显著变化.另一方面，速度沿 r 轴则变化缓慢，它只有在经 
历了本问题特征长度(比如说，物体的线度） /量级 的距离后才有 


显著改变.因此，速度对 V 的导数与其对0；的导数相比是个很大 
的量.由此可见，方程 （39.1) 中的导数 3 2 〜 /心 2 与 3 2 〜 /办 2 相 
比可以略去；对比 (39.1) 和 （39.2)， 我们看出导数办/办相对于 
办为一小量（比值与同量级).在所讨论的近似程度下， 
我们即可设 

§^ = 0， (39.4) 


也就是，可以认为在边界层内不存在横向压力梯度.换句话说，边 
界层内的压力等于主流的压力 K ^ X 因此对于求解边界层问题来 
说，它是$的给定函数.在方程 （39.1) 中，我们现在可以将力 V 办 
写成全导数 dpfdx ; 这个全导数还可以用主流速度 UO ) 来表示。因 
为边界层外部为势流，伯努利方程成立，即 


V ^ r \ pU 2 =常数， 

•由此有 

1 dp TT dU 

p dz dx 
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于是，我们得到层流边界层内运动方程的形式为 

dv x . dv x d 2 v x i dp 

= U ~ $ (39.5) 

wX 


x I 9 幻 y f \ 

不难证明，这®方程虽然是对沿平面固壁的流动导出的，但它们在 
任意二维流动（即无限长且有任意横截面柱体的橫向绕流)的更一 
般情况下仍然有效.此时，0：是从横截面周线上某点量起的沿周 
向的距离， y 是离开表面的距离. 

设％是问题的特征速度（例如，主流在无穷远处的速度）.我 

们引入无量纲变数 代换坐标和速度〃 x ，〃 y ， 即 

x ~ lx ' .y — ly 1 1 -J E f v x = Xf v y = U ^ v !i , j \/ R (39.6) 

(并且相应地有"=%^，其中因而，方程 （39.5) 成为 
下列 形式： 


^ X 


2v 、 

"9?" 




dv， x d 2 v / TV iU f 
dy f 


(39 J ) 


dv [ 

dx 



dv\ 


0 


这些方程（以及它们的边界条件)不含粘性系数，这表明它们的解 
和雷诺数无关.因此，我们可得出以下重要 结论： 当改变雷诺数 
时,边界层内的整个流动图象仅仅是经历了一个相似变换，纵向距 
离和速度保持不变，而横向距离和速度按 1 A / I 倍改变. 

其次，我们还可以断定，从解方程 (39.7) 得到的无量纲速度2；、 
其量级必定为1，因为它们和丑无关.在 坐标中，边界层 

厚度6的量级同样为 1. 因此，由公式 (39.6) 可以得出 结论： 



(39.8) 
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即，横向速度与纵向速度的比值和成反比，以及 

(5 (39.9) 

即，随着雷诺数的增大，边界层厚度以 l / Vi 的规律减小. 

现将边界层方程应用于沿平板的平面平行流动.令平板平面 
为: r >0 的 M 半平面(于是，板的前缘为直线 Z 二0)，并假设平板 
在^正方向延伸到无穷远.在此情况下，主流速度显然不变0/二 
常数).方程 (39.5) 变成 

x 9x 卞 y dy dy 2 ， 

^ + ^-0. (39.10) 

c)x dy 

平板表面上的边界条件是两个速度分量为零，即对 汾= 0, 有 
= 远离平板时，速度必须渐近地趋于来流速度，即对 

土00， 有 v x = U . 我们已经知道，在边界层方程的解中，〜 / G 和 
V y ^ I / Uv 只能是 〆 = a */ Z 和 〆 f // b 的函数.但在所讨论 
的无限平板问题里，并不存在特征长度 Z . 因此，〜/^/只能依赖 
于 〆 和 〆 的某个不含 z 的组合，即 y r l^/V ^ y ^/ UJ ^ c . 类似地， 
乘积"必须是 〆 / x / i 7 ■的函数.于是，我们可以寻求下面形 
式的解： 

^x~Uf{y^/Ufvx) ,v v Vvjx f, (yVllJvx), 

(39.11) 

其中，/和 A 是某类无量纲函数.利用 （39.10) 的第二个方程，可 
以用/来表示/ ,，从而问题化为求一个单变量 

hV V !vx 

的函数/①. 

①容易证明，如果用 / a ) 二定义一个函数 < p ( d , 就得到 f ' ① -4 (以' 

iu 

一沴)，而彡满足方程 + 2 f =0和边界条件:|=0, ^ = 0' | — co ^ = 
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下面的讨论只涉及纵向速度〜的分布（因为心很小).即使 
在未求出函数/的情况下，我们也能从公式 (39.11) 得出一条重要 
结论在平板表面上为零，当/的自变量变到一给定值，即当 
y ^ UJ ^ 二任一给定常数时，速度〜增加到 C / 的一个确定分数。 

因此，我们可以断定，沿平板流动的边界层厚度在量级上为 

5 〜 v" vxjU. (39.12) 

这样，随着离开平板前缘向后移动，6就以距前缘距离的乎方根的 
方式增长. 

函数/可以用数值积分法求出，图19中画出了该函数的曲线 
图.我们看出/很快地趋于它的极限值1①. 



平板表面单位面积上的摩檫力是 



数值计算给出 

a xy -=0.3 (39.13) 

①边界层的厚度有时用位移厚度 V 来表征，它定义为 


它等子 1.72\ A ^/(7. 
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如果平板长度为 Z (在 X 方向），那么，在3方向单位长度的平板 
上，总摩檫力为 

r I 

、 F =2 (7 x y dx • 

- 0 

因为平板是两面和流体相接触，故乘以2 . 以 （39.13) 式代入，就 
得到 

F = 1.328 v / ?? pU/ 3r (39.14) 

(// •布拉修斯， 1908). 可以指出，摩檫力正比于主流速度的3/2 
次幂.公式 (39.14) 只能应用于相当长的平板，此时雷诺数 W/v 
才有相当大的值.习惯上将阻力表示为阻力系数，它定义为无量 
纲比值 

C = 音 pL r2 -2 Z . (39.15) 

按照 （39.14) 式，对于沿平板的层流，这个量反比于雷诺数的平方 
根： 

0=1.328/八万. (39.16) 

上面得到的定量公式当然只是对沿平板的流动而言的.但是， 
像 (39.8) 和 （39.9) 这样一些定性结果，则对沿任何形状物体的流动 
都成立.在这种倩况下，丨是物体在流动方向上的尺度. 

我们可以对两种情况的边界层作点特别说明.假设有一个很 
大半径的平面圆盘，在流体中绕垂直于自身平面的轴旋转，那么， 
要估算边界层厚度，我们必须在 (39.12) 中用 Or 代换 t /， 其中 Q 
是旋转角速度.于是我们得到 

6〜 (39.17) 

我们看出,按照在§23中所得到的这一问题的准确解，边界层厚度 
可以认为在整个圆盘表面上为一常数.由边界层方程所得的作用 
在圆盘上的摩檫力值，当然就是 (23.4). 因为这个式子是准确的, 
所以对丑为任何值的层流都成立. 
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最后，我们来考察流体在靠近管道入口处的壁上所形成的层 
流边界层.流体在进入管道时，其速度分布通常是在整个横截面 
上近乎均勻的，速度降到零这一事实完全发生在边界层内.当 
流体从入口处向管内越走越远时，更加靠近轴线的流体层才相继 
受到阻滞.因为通过每个截面的流体质量是相同的，而流动的中 
心部分仍保持速度均匀，则随着中心部分的直径不断减小，这部分 
流动必然不断加速.这种情形一直继续到泊肃叶速度分布已渐近 
地达到为止；因此，泊肃叶速度分布只有在离管口的一定距离上才 
会出现.可以很容易地确定“进口段”长度 Z 的量级.它由这一事 
实给出，即在离管口距离为 Z 时,边界层厚度和管半径 a 是同一量 
级，这时边界层几乎已经充满整个截面.在 (39.12) 中， 令 x 〜I 
和3〜 a ，我们就得到 

I 〜 a 2 Ufv 〜 aR (39.18) 

因此，进口段的长度正比于雷诺数①. 

问 题 

问 題〗. 试确定驻点附近的边界层厚度（参看§ 10), 

解： 驻点附近流体的速度（边界层外)正比于离该点的距离\因此我们 
可以设^ — CX. 佔计方程 （39. 5) 中各项量级的大小，我们得到 h 〜 d • 
所以，驻点附近边界层的厚度是有限值（而且，特别是在驻点本身处不为零). 

问題 2. 试确定两个不平行平板之间的收缩渠道边界层内的流动（波尔 


①我们将不讨论可压缩流体的边界层理论，当然，它要比不可压缩流体的情况 
复杂得多 . 这一理论的说明可以在下面著作中 找到： H.E. Kohhh, 

B - Po3e, TeopemmecKaji ludpoMexanma, n. 2, Tm. II § 35,36 ， MocKBa 1948 ； 
H. Schlichting^ Boundary Layer Theory^ Pergamon Press，London 1955; L. 
Howarth ed. Modern Developments in Fluid Dynamics: High Speed Flow ， 
Vol. 1, Oxford 1953( 霍华斯主编，流体动力学的新 发展： 高速流，上册，徐华舫译， 
科学出版社， 1958). 
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紊森， 1921). 

解： 现考虑沿其中一个平面的边界层，并从0点开始计量坐标参看 

§ 23,图 8). 在理想流体情况下，我们应当有速度按照伯努利方 

程，相应的座力梯度为 

1 dp — d ( 3 rrz \_ Q 
p dx — dx \ 2 a z x z p z ' 

容易看出 ，心和 h 必须通过下面的形式 求取： 

- v x ={Q ! pax)f{ylx),v y ^(Qlpax)S x (y!x) t 

由连续方程，我们得到 h = 于是， （39. 5) 的第一个方程就给出 

其中，撇号表示/对其自变量 £= y / x 微分. 边界条件是 

/ (0) =0, /( oo ) =1 

(因为我们必须有= 0, ( v x ) s = g Q / pax ). 方程有一个初积分是 

( vap /2 ⑺广 =/- jf + 常数. 

既然当 y ~> oo 时，/趋于1，我们就看出 /' 趋于确定的极限，并且它只可能 
是零.于是可以定出常数，然后得到 

( vap /2^) f 2 =— 1(/-1) 2 (/+2). 

O 

由于右边当时总是负值,我们必须有 Q < 0 . 也就是说，所讨论的这个 
类型的边界层只有在收缩渠道的流动中（并且只有在大雷诺数只 
的情况下）才能形成，而不会在扩散渠道的流动中形成.这和§23的结果是 
一致的，再积分一次，最后得 

/ = 3 th 2 〔In (V Y + n / T ) + 1 - 2. 

§40. 分离线附近的流动 

在描述分离线时（§34)，我们已经说明，分离线在物体表面上 
的实际位置是由边界层内的流动性质确定的.下面我们将看到， 
从数学的观点看，分离线是这样一种线，其上各点是边界层内（普 
朗特）运动方程解的奇异点.问题是要确定这些解在奇异线附近 
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的性质①. 

我们已经知道，从分离线开始伸出一个曲面，延伸到流体内 
部，并划分出湍流区域.在整个湍流区域内，流动是有旋的.而当 
不发生分离时，流动只是在粘性起重要作用的边界层内有旋，主 
流中涡量为零.因此，我们可以说，分离使得涡量从边界层一直“穿 
透”到流体内部.然而，按照环量守恒定理，只有在表面附近(边界 
层内）的运动流体和主流流体直接混合时，才会发生这种“穿透”. 
换句话说，边界层内的流动必须从物体的表面上分离，这时流线离 
开表面层并且进入流体内部.所以，这种现象称做 分离， 或者边界 
层分离. 

我们已经知道，边界层方程导致一个结果，即边界层内切向速 
度分量〜远远大于垂直物面的速度分量心.％ 与心 之间的这一 
关系是从涉及到边界层流动性质的基本假设中引出来的.因而， 
只要普朗特方程存在有物理意义的解，这一关系就必须成立.从 
数学上讲，这一关系对所有不处于紧挨奇异点的邻域中的点都成 
立.但是，如果…《〜，就表明流体是沿着物体表面运动，其离开 
表面的运动是微不足道的，从而不可能出现分离.所以我们得出 
结论: 分离只能发生在普朗特方程的奇点所组成的线上. 

同样 ，可 以直接推断出这些奇异点的性质. 因为 ，当趋近分离 
线时，流动就偏离边界层而流入流体内部.换句话说，与切向速度 
分量相比，法向速度分量此时已不再是个小量，而至少成为同一量 
0 级.我们已知（见 （39.8) 式)，比值〜/〜是 1/ VI 的量级，因此，当 

某处〜增大到…〜〜时，就意味着〜增大到〜/玉倍.所以，对 
于雷诺数足够大的情况（当然，这正是我们所研究的情况)，可以设 
想〜 增加了无限大倍.如果我们使用无量纲形式的普朗特方程， 


①这里，朗道处理此问题的方法，和通常的方法稍有不同. 
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刚才所说的情况在形式上就等价于，在分离线上的无量纲速度心' 
成为无限大值. 

为了稍微简化以下的讨论.我们将考虑无限长物体横向绕流 
的二维问题.如通常那样，0；是沿表面上流动方向的坐标，而 y 则 
是从物体表面量起的距离.现在，我们是要讨论分离点，而不是分 
离线，也就是分离线和 r y 平面的交点;在所取的坐标中，它就是 
点0：=常数三、 y 二0, 这里设 x < x 。为分离点以前的区域. 

按照上面的结果，对所有的2/①，我们有 

夕）二 co. (40.1) 

但是，在边界层流动的研究中，通常总把普朗特方程中的〜看成 
一个无关紧要的量（由于它很小)，因此，这里有必要考察一下函 
数 h 在分离线附近的性质. 

根据方程( 4 0.1)，显然当时，导数办也变成无限 
大.由连续方程 

+ 办 — ， 

就有 (3 v x f 3 x ) … 0 为无限大， 或 dx /3 v x = Q ， 这里是将 r 看作 

〜 和 y 的 函数. 我们把 v x (^ 20在 z 二％处的函数值记作 
〜⑻，即 

v 0 (y)^v x (x 0 , y ) 0 

在分离点附近，差值〜一〜和％— ; r 是小量，因此可以把％ —怎展 
成〜一％的幂级数（对给定的 V ).因为(七/3〜这个 
展开式的一阶项自然必定为零.若取到二阶项，就有 

^ o ~^= J ( y )( v x — v 0 ) 2 ^ 

或者 

=v 0 (y) Vx 0 ― X, (40.2) 

- — - • ■■ ■ ■■ ■ ■■ » •， I ■■丨 >一各― 

①9 = 0除外，根据物体表面上的边界条件，那里总是 vpO , 
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其中， a - 1// 足箏变贵2/的函数.现在 S ! 上 

dv y 2 v x a(y) 

-- -- - — A •_ ■麵 一" ' 一 ' •^•― — f * * 一 ~ ' 1 

dy dx 2 ^/x 0 — x 
并求 积分， 我们得到〜为 


Vy = fi(y)/Vx 0 ~X 9 


(40.3) 


式中 


fi(y)=-~ cc(y)dy 


是 y 的另一个函数 


然后，我们用 （395) 的第一个方程 


x dx ^ y dy 


9 2 v x 1 dp 
9 y 2 p dx' 


(40.4) 


从 (40.2) 看出，导数3 2 ^/办 2 在 x = x Q 点不会变为无限大. d])/dx 
同样如此，它由边界层外部的流动确定.但是，方程 (40.4) 的左边 
两项都变成无限大.所以在一阶近似中,对于分离点附近的区域， 


我们可以写出 




将 dv x ldx = -dv,/dy 代入，这一等式可以改写成 


〜 t - 

因为一般地说，〜在 ^ ~ X Q 处不等于零，于是就有 


9 

dy 




即比值〜和 y 无关.由（ 4 0_2)和(40.3)，我们在髙阶项中得到 


V y 一 p { y ) 
v x v 0 (y)^ / / x () ~x 


■ 


如果它仅仅是 r 的函数，我们必须有 
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9 


其中 x 是一个常数.因此 


^ Av 0 ( y ) 

Vy — -~ ，.二一^^ = • 

2\^ Xq —■ x 

最后，注意 (40.2) 和 (40.3) 中的 a 和々服从关系式 a =2^ 
得到 


(40.5) 
，我们 


从而有 



v x =- v d ( y ) -M (智) (40.6) 


在分离点附近，公式 (40.5) 和 (40.6) 确定了〜和％对于 z 的 


函数式.我们看出，在该区域内每一函数可以展成V% — ：r 的幂 


级数，〜的展开式从 一1 次幂开始，所以当 时，％ 按照 

( 心一^ ) _i 的规律变为无限大.对于3：>〜，也就是分离点之后， 
展开式 (40.5) 和（40,6)没有物理意义，团为这时根式变成了虚数; 
这表明，普朗特方程只描述分离点以前的流动，因而把该方程的解 
延续到分离点以后是没有意义的. 

根据物体表面的边界条件，当# = 0时，必须恒有 


Vx^Vy^Q, 

于是，从 (40.5) 和 （40.6) 可推断出 

v 0 (0) ^0, { dvJdy ) y ^ Q ^0 t (40.7) 

由此获得一个重要结果（由普朗特得 出）： 在分离点 0r = %， y ， 
上，不仅是速度心为零，而且它对#的一阶导数也为零. 

必须强调指出，只有当 a 取上述值 ，而仏 变成无限大时，才表 
示办= 0是在分离线上成立的方程.如果 (40.5) 中的2恰好 
是零，则” yOo, 20乓 co, 此时导数 ^r /办 为零的点$ = 2：。，# = 0就没 
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有什么特殊性，它并不是分离点.但是， X 等于零毕竟只是偶然的， 
因此，这种情况是不大可能出现的.实际上，物体表面办=0 
的点总是一个分离点. 


如果在2 = 点上没有分离（即如果 4 = 0) 的话，则当 a :> a :。 
时，就会有(办，/办)^。<0,也就是，当已经离开表面但 y 值仍然很 
小 时，〜 会变成（绝对值增大的）负值.这就是说， a : 二 A 点以后， 
边界层下部的流体沿着与主流相反的方向运动;或者说，出现了流 
体的“逆 流”. 必须强调指出，按照这种推理，我们还不能肯定在 
^ vJdy ^ O 的地方必然存在分离点；有“逆流”的整个流动图象有 
可能完全处于边界层内（如 J = 0时的情形)而不进入 主流; 而分离 
的特征则在于这种逆流进入了主流. 


前一节中已经证明，当雷诺数变化时，边界层内的流动图象 
保持相似，而且特别是$方向的尺度保持不变.由此可见，导数 

㈣ = 0 处的 or 坐标值％对所有的为同一数值.因此, 
我们得出重要结论，物体表面上分离点的位置和雷诺数无关（当 
然，边界层仍要保持层流状态，见 §45). 

让我们也来考察一下分离点附近压力分布 p ( x ) 的性质.当 
汉二0时，方程 (40.4) 的左边随着〜与〜一起变为零，于是剩下 



(40. 8) 


由此表明，却/“的符号和（3 2 〜/办 2 )〃 = 。的符号相同.当 

时，我们无法断定二阶导数的符号.但是，因为〜 
是正的，并且随着离壁面的距离增加而增大（在分离点之前），在 
办= 0的那一点 on 0 上，必定有(3 2 〜/% 2 ), = 。>0.因此，我 


们断定 



(40. 9) 


即在分离点附近，流体从低压向高压运动.压力梯度和边界层外 
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速度^00的梯度有如下 关系： 

1 dp rr dU 
p dx dx. 

2 / 

因为怎轴的正方向和主流方向相同， U >0 , 所以有 

(^-) <0， (4.10) 

\ dX / x =x q 

也就是说，在分离点附近，速度 u 沿流动方向是减小的. 

由上面的结果可以推知，在物体表面某个地方一定会发生分 
离.因为在物体的前端和后端，都存在一个理想流体势流速度为 
零的点（驻点)，于是，从某个^值起，速度 f / oo 必定开始减小，并 
且最终变为零.但是很清楚，沿物体表面运动的流体，越是接近表 
面（即 y 越小)，受到的阻滞越强.因此，在边界层外缘速度扒功 
变为零之前,紧贴表面处的流体速度一定先变为零.从数学上讲， 
这显然表示，当 Z 小于出现 U ( x )--^0 的那一点: r 值时，总会在某一 
点上导数 dv x jdy 变为零（因而一定会有分离). 

在绕任意形状物体的流动中，可以用完全类似的方法进行计 
算，并且可导出，物体表面两个切向速度分量〜和 h 的导数 
m dvjdy 在分离线上都为零（和以前一样， y 轴沿所考虑的 
那部分表面的法向). 

我们可以作一个简单的推理，说明在下述情况下必定需要有 
分离，即假如在绕流物体上不发生分离的话,压力便会沿着流动方 
向迅速增加（因而速度 " 迅速减小).设通过一小段距离 Az 二 
A — A ， 使压力 P 迅速地由 h 増加到 》2( P 2》 A ), 则通过同一段距 
离 Az ， 边界层外速度 c / 从初始值 K 下降到一个相当小的值 C / 2 , 该 
值由伯努利方程 

确定.因为1>与2无关，在离表面的所有距离上，压力的增加 
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足相 m 如果 n 〖力梯度办 / 仏〜 (？2—? i )/ m 充分火，包 
念姑性系数的项 V 3 2 〜/办 2 可以从力程 (40.4) 中略去不计（当然， 
还要设夕不是很小）.于是，我们可以用伯努利方程估 I 十边界层内 
速度〃的变化.写出 

•f (”！ — 幻?)= 一匕^， 

2 P 

或者由前面得到的方程，有 


v\ —v\ — (Ul —U\) m 

边界层内的 速度仏 小干主流速度， r 是，我们可以选一个夕值，使 
v \< U \~~ Ul . 这样，速度〃 2 就是一个虚数，表明普朗特方程不存 
在有物理意义的解.事实上，在 A Z 距离内必须有分离，正是分离 
的结果使过分大的压力梯度减小了. 

作为发生分离的一个有趣情形，我们研究由两个相交固体表 
面形成的拐角附近的绕流.当有势层流绕拐角流动时（图 3 )，拐 
角顶边处的流体速度会变成无限大（见§10,问题6)，与此同时，流 
向顶边的流速增大，而离开顶边的流速则减小.实际上，一过了 
顶边，速度迅速下降(对应于压力的增大），这必将引起分离.分离 
线就是拐角的顶边，其结果产生了 §35中所研究的流动图象. 

在拐角内的层流中（图4)，流体在顶边的速度为零.在这种 
情况下，流向顶边的流速减小(压力增大).一般说来，其结果也要 
引起分离，分离线位于顶边的上游. 


问 题 

设 A ? 是在 M 距离上能产生分离的 Hi 力增量，试确定其最小的可能值. 
解： 设 y 是从物休表面量起的某•距离，在 该处： 笫一，可以应用伯努 
利 方程； 第二，边界层内速度的 f •方 vHy ) 小于边界层外速度平方的变化 
|/ W 2 |- 关于? /( 认我们可以3出它的数 M 级，~如 t ， /办〜其中3〜 
■ uyd 边界层厚度，〖足物阼的线度.使方程 ( 4 o , 妁心边两项量级相等， 
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即得 


由条件 

得 

消去％我们最后得到 


i A? ^ vvCy'l^vU 1 
p Ax y 1 dy 9 

v 2 = |Af/ 2 | =—A?, 

P 

U 2 y 2 Af 

2 ^ 

Ap 〜 〆 / 2 (Ax/l) J ^ 


§41. 层流边界层内流动的稳定性 


边界层内的层流，与任何其它层流情况一样，在足够大的雷诺 
数下变得多少有些不稳定.边界层中失稳的方式与管道内流动失 
稳的情形类似 （§29). 

边界层内流动的雷诺数沿着物体表面改变.例如，在沿平板 
的流动中，我们可以定义雷诺数为其中 a ; 是离平板前 
缘的距离， f 是边界层外的流体速度.但是，对于边界层的情况， 
雷诺数更合适的定义是使它的特征长度参数直接用边界层厚度； 
例如，可用“位移厚度” <5 $(见§39的第二个脚注).因此我们有 
R ^ Ud ^ lv . 由于边界层厚度和距离^的依赖关系由公式 (39.12) 
表示，显而易见有足 5* 〜 . ① 

因为边界层厚度随距离的变化是比较慢的，在研究一小段边 
界层流动的稳定性时，可以略去这种变化.于是，我们可以考虑一 
种平面直线流动，其速度剖面沿^轴不改变②.这样，从数学的观 
点看，问题完全类似于§29中讨论过的两平板之间流动的稳定性 

① 例如，在平板上的层流边界层中，丑 ^ = 1.72^. 

② 当然，我们这样做，是忽略了表面曲率可能对边界层流动稳定性有影响这一 
问题. 
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问题，而差别仅仅在于速度剖面的 形式: 这里与两个边界面上〃=0 
的对称剖面不一样，是一个非对称的剖面,其中速度从物体表面上 
的零值，变化到某个给定值7，即边界层外的流动速度.经过研 
究，得出了下面的结果（林家翘，1945;见林家翘 ， Th Theory of 
Hydrodynamic Stability ^ Cambridge 1955). 

在 6), i ? 平面上，稳定性极限曲线的形状（见 §29) 取决于边界 
层内速度剖面的形状.如果速度剖面没有拐点，而且速度〜单调 
递增，速度曲线〜二〜 （ y ) 处处向上凸起（图 20 a ), 那么稳定区域 



图 20 

的边界形状将完全类似千在管流中得到的稳定性曲线.管流稳定 
性的特 征为: 存在一个极小值及=/^,在这一点上增强的扰动第一 
次出现，而当丑―〜时，曲线的两条分枝渐近于横轴（图 21^0. 对 

于平板边界层内出现的速度剖面，计算求得的临界雷 诺紅为 
〜420①. 

如果边界层外流体速度向下游是减小的，则图 20 a 表示的那 
种速度剖面就不可能产生.在这种情况下，速度剖面必须有一拐 
点.事实上，让我们考虑一小块壁面，它可以当作平面，设 a 仍然 

①当 — O 0 时，在极限曲线的两条分枝 I 和 II 上，分别以和 的方 
式趋于零. 
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图 21 


为流动方向的坐标，夕是离壁面的距离，从(40. 8 )式得到 

\ dy 2 人=。 p dx dx 

由此可见，如果 P 在下游是减小的 G "/ 七 <0), 在表面附近必须 
有 d 2 vjdy 2 >0, 也就是说，此处的曲线 〜 = 〜（?/) 是向上凹的. 
而当夕增大时，速度仏必须渐近地趋于有限的极限值「人因此， 
从几何上考虑,曲线显然必须变成向上凸的，从而一定有一个拐点 
(图20&).在 这种愦况下，用来确定稳定性区域的曲线形状稍有 
一 点变化 .•当 〜时，两条分枝有不同的渐近线， 一 条趋于横轴， 
另一条趋于^的某个有限的非零值（图 2 M ). 拐点的出现也显著 
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地减小了临界雷诺数的值. 

雷诺数沿着边界层不断增大这一事实，使得被带向下游的扰 
动有它本身的特色.我们来考虑沿平板的流动，并假设在边界层 
内某点产生了某个给定频率 o 的扰动.它向下游的传播相当于在 
图 21 a 中沿一条水平线 co 二常数向右移动.开始时，扰动是阻尼 
的；当到达稳定性曲线的分枝 I 后，它就开始增强.这种情形一直 
延续到扰动抵达分枝 II 为止，此后扰动再次受到阻尼.扰动在通 
过不稳定区域期间的总“放大系数”，随着该区域移向大丑数(也 
就是，当分枝 I 和 II 之间相应的水平线段向下移动时)而迅速增 
大. 

但是，这些结果并没有回答这样的问题.•对于足够大的尽边 
界层内是否产生真正的绝对不稳定性，即由于在给定点上的扰动 
随时间而增强所引起的不稳定（见 §29)? 与管流相同，迄今尚未 
做过这样的研究. 

关于沿平板流动的实验结果表明，边界层内的湍流发生点① 
在相当程度上依赖于主流中扰动的强度.对于显著的扰动，在氏* 
〜 5 G 0 时就观察到边界层变为湍流.随着扰动强度的减小,湍流的 
起始点就推迟到较高的私*值，它似乎趋于一个大约为3000的有 
限极限. 

很可能，存在极限这一事实，表明了在足够高的丑值下存在 
着真正的绝对不稳定性.另一方面，也许是因为“放大系数”随着 
R 增加而极其迅速地增大，以前描述过的“携带”型不稳定性可以 
导致真正的不稳定性. 


①因为雷诺数沿着平板变化，整个边界层不能同时变为湍流,而仅仅是丑3*起 
过一定值的那一部分变成湍流.对于给定的来流速度，这意味着湍流开始于离前缘 
的一定距离上；当速度增大时，这-距离趋于零. 



§42. 对数型速度剖面 

我们考虑沿无界平板的平面平行湍流;当然，“平面平行”一词 
是对(时间）平均流动而言的①.我们取流动方向为 a ； 轴，板平面 
为^平面，这样，0就是离平板表面的距离.平均速度的 V 分量 
和2分量都为零: n x — u , u y — u z ~ O t 不存在压力梯度，因而所有的 
量只依赖于 

用^表示作用在单位面积表面上的摩檫力；这个力显然沿$方 
向.量 o ■就是单位时间内由流体传递给表面的动量；它是动量^分 
量的一个不变通量，指向^的负方向，代表离表面较远的流体层 
传递给较近的流体层的动量数值. 

当然，这一动量通量的存在是由于沿2/方向有一个平均速度 
«的梯度.如果流体在所有点上都以同样的速度运动，就不会有 

I 

动量通量，也可以提出相反的问题：给定某个确定的 cr 值，试问， 
密度为 P 的流体必须有什么样的运动方能产生这么大的动量通量 

对于大雷诺数情况，粘性系数 v 通常是不重要的;它只有对小 
距离沒才变得重要起来（见下文）.因此,每一点的速度梯度“/办, 
必须由常参数 P , ^，当然还有距离 y 本身来确定.这些量的量纲 
分别是克/厘米 3 ，克/厘米•秒 2 和厘米.导数如/办的量纲是 
1/秒 . p ， 《■和 y 具有这一合适量纲的组合只能是 v 7 因 
此，我们必定有 



其中&是一个常数；&不能从理论上算出，而必须由实验确定，其 
结果是 ® 


① § 42-44 中的结果是由卡门和普朗特提出的. 

② 这一常数值以及下面公式( 42 , 8 )中的常数值，是由测量管道湍流中管壁附近 
的速度分布得到的. 
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( 42 . 2 ) 


6 - 0 . 417 , 

我们引入更方便的符号〜二 V 77 p , 所以 

cr = p ”* 2 (42.3) 

量〜具有厘米/秒的量纲，并且在所考虑的湍流中起着特征速度 
的作用；于是 (42.1) 变成 

du 

从而 

( In ?/ I c ), (42.4) 

其中， c 是一个积分常数.我们不能应用原来表面 A 边界条件 
去确定这一常数，因为当 y 二0时， （42.4) 的第一项变成无限大.其 
所以如此，原因是上面的表达式在离开表面非常小的距离内实际 
上是不适用的，因为那时粘性效应将变得很重要而不能忽略不计. 
也不存在无穷远处的边界条件，因为对于 y = 表达式 (42.4) 再 

一次变成了无限大.而这是由于在我们所用的理想化条件下，表 
面是无界的，因此它的影响可延及于无限大的距离. 

在确定常数 c 之前，首先可以指出所研究的流动具有下述重 
要 性质： 和通常碰到的情形不同，它没有可能给出作为湍流外尺度 
的不变特征长度参数.因此，要由距离 y 本身来确定这一尺度，即 
在离开表面距离为夕处的湍流尺度是^量级的.湍流的脉动速度 
为〜量级.这一事实也可从量纲分析中立即得出，因为如果从现 
有的变量 OS P ， y 去组合具有速度量纲的量 ，则〜 是可能构成的 
唯一的量.必须强调指出，当平均速度随着 y —起减小的时候，脉 
动速度在离开表面的所有距离上保持同一数量级。这一结果是和 
脉动速度由平均速度的变化 Am 来确定这个一般法则相一致的 
(§31). 在目前的情况下，不存在可以用来确定平均速度变化的 
特征长度;现在必须合理地规定为距离发生显著变化时权的 
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改变.按照 （42.4) 式，这种由于 y 变化而引起的速度 w 的改变，正 
好是〜量级. 

在离表面足够小的距离处，流体的粘性开始变得重要起来. 
我们用 L 表示这些距离的量级，它可以确定如下.在这些距离 
上，湍流的尺度为〜量级.速 度为〜 量级.因此，表征〜量级距 
离上流动的雷诺数是 R 〜 变成与1同量级时，粘性 
开始变得重要，于是我们求得 

I 〜！， (42.5) 

该式确定 TV 。. 

在离表面的距离远小于％的地方，流动由普通的粘性摩擦确 
定.这里的速度分布可以直接从通常的粘性摩擦力公式 

du 

Or 二 P V Ty 

求得，由此 

u (42.6) 

pv V 

这样，紧贴着壁面，存在一个乎均速度随 y 线性变化的流体薄层; 
在整个这一层中速度很小，从壁面上的零变化到当 y 〜 y 。 时为〜 
量级的值，我们称这一层 为粘性底层. 

必须强调指出，这里的流动是湍流.因此，从这一点来说，“层 
流底层”的习惯名称是不恰当的.它与层流的相似之处仅仅在于， 
它的平均速度分布遵循着在同样条件下层流真实速度分布的同一 
规律.当然，在粘性底层和流动的其它部分之间并没有明显的边 
界,所以，粘性底层的概念在一定程度上是定性的. 

粘性底层中脉动速度的纵向分量和平均速度为同一数量 
级，而且特别是和 y 成正比（〜 wy / y 。). 所以，由连续方程得出， 
dv r 9 / dy ^- dv f Jdx 正比于 L 从而脉动速度的横向分量 <按夕 2 
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的方式变化(〜〜 f / W ). 其次，由千粘性底层内运动方程是线性 
的（非线性项远小于粘性项），因此，湍流脉动的周期在整个底层厚 
度内都是相同的.以脉动速度乘以周期，求得流体质点在它们的 
脉动运动中所通过的距离，其纵向距离在量级上正比于 L 而其横 
向距离则正比于 y 2 (〜 f / w ). 

此后我们将不再进一步关注粘性底层内的流动.只是在决定 
方程 (42.4) 中积分常数的适当选择时，应当考虑到粘性底层的存 
在.选择这一常数应使％量级距离上的速度 成为〜 量级，为了 
实现这一点，必须取 c 二 — lny 0? 从而 

b y Q ， 

或者 

u (42.7) 

这一公式（在 V 的一定范围内）确定了湍流沿表面流动的速度分 
布.这种分布称 为对数型速度剖面. 

公式 (427) 中对数的自变量应当包含一个数值系数，但是在 
我们将要推导的公式中，我们仅要求“对数的”准确度.这意味着 
对数的自变量假定为很大的值，因此我们略去的不仅是与自变量 
的低幂次项成正比的那些项，而且也略去了对数项中那些比主要 
项幂次低的项.在 (42.7) 式的对数的自变量中引进一个小系数，等 
价于加上形式为常数的一项，其中常数的数量级为1 ;这一项 
不含有对数，所以，我们可略去它.但是,必须记住，在此处导得的 
公式中，对数的自变量并没有大到使它的对数也非常大的程度，所 
以，此公式的准确度不是很髙的. 

在这些公式的对数的自变量中，可以引进一个常系数，使它变 
得更准确，或者让对数项加一个常数也是一回事.但是，这些常 
数不能从理论上计算出来，而应当由实验结果确定.例如，一个更 
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准确的速度分布公式可以写成下列形式: 


M = “[2.40 ln ( y “/ v ) —5.84], (42-8) 


要确定单位质量流体的能量耗散 e 并不困难， a 是动量通量 
密度张量 

n ijfc =pViV k —7](dViidx k +% jdxi) 

中分量的平均值.在粘性底层之外，粘性项可以略去，所以 
(7 = 引进脉动速度 V '， 我们可以写出〜二《 + 速度〜 

本身就是脉动速度 W ， 因为它的平均值为零.结果得到 

<7 二 f)V x Vy= pv'xv'y -Vpuv'y = Pv' x V'y t 

其次，！/ 方&的能量通量密度是 +~ pv 2 y y , 这里也略去了粘 

性项.在第二项中令 

V 2 = (u + v , x ) 2 -^ v r jf 2 j rv , 2 2 ^ 

并取平均，我们得到 



+ W 2 0 + pUV^v'y. 


这里只需保留最后一项，理由是脉动速 度是〜 量级.因此，在 
对数准确度内，它和〃相比是一小量. 压力 P 的湍流脉动值是 
量级（见 ( 31 . 4 ) 式)，所以在同等准确度内，可以略去能量通量中与 
其对应的项.这样，对于平均能量通量密度，我们有 

puvxv'y — ua . 

当趋近表面时，因为有能量耗散.这一通量值减小，当向表面趋近 
一个微元距离办时，能量通量减小了 cr ( du / dy ) dy , 而这就是在厚 
度为办的单位面积流体层中，能量转变为热的数额.于是我们断 
定单位质量流体的能量耗散是 （ a / p ) du / dy , 或者有 



( 42 . 9 ) 
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§43. 圆管中的湍流流动 

现在我们将上面的结果应用于圆管中的湍流流动.在邻近管 
壁处(远小于半径 a 的距离上)，表面可以近似地看作平面，于是速 
度分布必须由公式 (42. 7) 或 (42, 8) 给出.因为函数只是缓慢 
地变化，如果在公式 (42. 7) 中以 a 代替彡，就可以在对数准确度的 
范围内，给出管内流动的平均速度 R 


= (43. 1) 

我们用 f 表示单位时间内通过某一管截面的流体体积除以管道的 
截面积，即 




prca 2 


为了建立速度"和用以维持流动的压力梯度 △?// 之间的关 
系 (△? 为管子两端的压力差， Z 是管长)，我们注意作用在管流横 
截面上的力是正是这个力克服壁面上的摩檫力.既然壁 
面上单位面积的摩檫力是 a 二 pH ， 总摩檫力就是 kaZpM . 使 
这两个力相等，我们有 

A ? 一 2 s7T ^ % YiQ 

~ _ L - - % i J i W 


通过参数〜，方程 (43.1) 和 (43. 2) 确定了管流速度和压力梯度之 
间的关系.这一关系称为管道的阻力 定律. 将心按 (43. 2) 式用 
表示,然后代入 (43. 1) 式，就得到下面形式的阻力 定律： 

惡】*<纖). ⑷ 

习惯上常在这个公式中引进 一个所 谓管道 的阻力系数， 它 定义为 
无量纲量 
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(43. 4) 


.__ 2aA/)/J^ 

A== 丁- —— 

i 对无量纲雷诺数 R = 2 aU ! v 的依赖关系，由以下方程用隐函数 
的形式 给出： 



= 0.851 n 


(為) 


0.55 


(43. 5) 


这里,我们代入了 （42. 2) 式中的&值，并在对数项以外加上了一个 
由经验确定的常数①.由这一公式确定的阻力系数是雷诺数的缓 
慢递减函数.为了比较，我们给出圆管内层流的阻力定律.在公 


式 （17.10) 中引入阻力系数，得到 


(43.6) 

在层流中，随着雷诺数的增大，其阻力系数比在湍流中减小得更 
快. . 


图22画出了; I 对于 i ? 的函数关系的对数曲线图.陡的直线 
对应干层流[公式 (43. 6)]，较平缓的曲线(它也几乎是一条直线） 
对应于湍流.当雷诺数增大时，由第一条线向第二条线的过渡发 
生在流动变为湍流的点上；这种过渡可以在不同的雷诺数之下发 
生，取决于实际条件（扰动的强度，见 §29), 在过渡点上，阻力系^ 
数突然地增大. 

到目前为止，我们都假设壁面是相当光滑的.如果壁面是粗 
糙的，上面得到的公式可以相应作一些改变.作为壁面粗糙性的 
一 种量度，我们可以取凸起物线度的量级，记作 < 重要的是 d 和 


①这一公式中所选取的对数系数，对应于对数速度剖面公式 （42. 8) 中的系数; 
只是在这种情况下，公式 （43. 5) 才有理论意义，它可作为在足够大雷诺数时湍流的极 
限公式.如果出现在公式 U 3. 5) 中的两个常数值是任意选取的，它只能是一个关于入 
对及依赖关系的纯经验公式.但是，在那种惝况下，就没有理由认为它比其它适当表 
达了实验结果的较为简单的经验公式会更好一技. 
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这就是所谓“曲面相当光滑”的含义.如果 y 。 和3是同一数量级， 
则不可能得到一般的公式. 

在极端粗糙的相反极限情况下（^»仏)，又可以建立起一般关 
系式.这时显然谈不上什么粘性底层.湍流流动在表面凸起物周 
围发生，而这种流动由量 P ， 0% ^表征;通常，粘性系数 V 不可能直 
接出现.湍流流动的速度是 〜量级 ，它是仅有的一个 具有速 度量 
纲的量.可以看出，在沿粗糙面的流动中，速度在距离 y 〜 d 处变 
为小量（〜〜)，而不像沿光滑面流动时是在 y 〜 显而易见， 
将 d 代换 (42. 7) 中的 v / v ^ 便得速度分布的公式为 

tt== T ln ("l)- (43 . 7) 

关于管道流动的相应公式必须作类似的变化，这只要用代换式 
子里的 v / v „ 就行了.代替 (43. 3)，我们得到阻力定律公式为 

u = 」 ^r' n {iy (43 . 8) 

现在，对数的自变量是一个常数，而不象 (43. 3) 式那样含有压力梯 
度.我们看出，平均 速度现在只是和管内压力梯度的平方根成正 

(1) 此图似有何题，左边的直线应向右乎移一格，用 (43. 6) 式验算即可看出.一 
中译者注， 
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比.如果引入阻力系数，（ 4 3. 8 )变成 

，—祕 2 — 1.4 ，乂 q q 、 

(43 . ) 

也就是说 j 是一个常数，而不依赖于雷诺数. 

§44. 湍流边界层 

我们曾经得到了对数速度分布，那个表达式在形式上对于平 
面平行湍流在整个空间都成立，这是由于我们所研究的流动乃是 
沿着无限大面积的表面.在沿有限物体表面的流动中，只有在离 
表面一个短矩离内（即边界层内）的运动具有对数型剖面①.我们 
也顺便指出，无论主流中的流体是作湍流运动还是层流运动，都可 
能存在湍流边界层. 

在湍流和层流边界层中，平均速度的减小最终都是起因于流 
体的粘性.但是在湍流边界层中，粘性效应以一种稍不寻常的方 
式出现.湍流边界层内平均速度变化的方式本身不直接依赖于粘 
性系数；只有在粘性底层中,粘性系数才出现在速度梯度的表达式 
内.然而边界层的总厚度是由粘性确定的，并且当粘性系数为零 
时它变为零（见下面）.如果粘性系数真是零，就不会有什么边界 
层了. 

如同在§ 39中对层流边界层所作的讨论一样，我们可把§ 43 
中的结果应用于沿薄平板流劫形成的湍流边界层.在湍流层的边 


①根据下面就要确定的一个定律，沿物体表面的边界层厚度在流动方向上不断 
增大. 对管道内的流动来说，这就解释了为什么对数剖面对整个管截面都成立.管壁 
上的边界层厚度从流体进入的那点就开始增长，在离幵该点的某个有限距离上，边界 
层几乎充满了整个管截面.因此，如果我们假设管子足够长并略去入口段，整个管内 
的流动将和边界层内流动为同一类型.我们记得，管内的层流也有类似情况.这种流 
动在所有的雷诺数下都服从泊肃叶公式.在泊肃叶流动中，离壁面所有距离处，粘性都 
至关重要，其影响决不仅限于和它毗邻的一个薄层内， 
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界上，流体速度差不多等于主流速度，我们用 y 表示.而为了确定 
这个边界上的速度，在对数准确度上，我们可以应用公式 (42. 7)， 
并以边界层厚度3代替 L 使这两种表示式相等，就得到 

(44.1) 

这里的"对给定的流动来说是个常 参数； 然而厚度 (5 则沿着平板 
变化，因而、也是一个随^变化的函数.为了确定这些函数,一 
个公式是不够的，我们还需要其它某个把〜，<3和^关联起来的 
方程. 

我们采用与推导溫流尾迹宽度公式 (36. 3) 相同的推理去求得 
这个方程.跟那里一样，导数如必须具有边界层外缘上沿夕 
轴和沿 a 轴速度之比的量级.后一个速度有 f 的量级，前一个速 

度起因于脉动速度，所以为〜量级.于是有 

dS v ^. 

_，画- 

dx U ， 

由此得到 

各〜节 (44.2) 

公式 (44.1) 和 (44. 2) — 起， 将〜和 <5确定为距离 a : 的函 
数①.但是，这些函数不能写成显式.我们将用一个辅助量表示 
d . 因为〜是随 z 缓慢变化的函数，由 （44. 2) 看出，边界层厚度基 
本上是正比于$ 变化. 我们可 以回忆 一下，层流边界层厚度是以 
VI 的方式增 大的， 也就是说，层流边界层厚度要比湍流边界层厚 
度增长得慢些 • 

现在来确定作用在单位面积平板上的摩擦力 a 对: r 的依赖关 
系.这种依赖关系可用下面两个式子 给出： 

①如果在乎扳上的一个相当大范围内存在层流边界层，那么严格地说， a 必须 
近似地计为从层流转变为湍流的那一点量起的 距离. 
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b \Uv 


第二个式子是将 (442) 代入 (44.1) 中得到的，它只在对数准确度 

♦ 

的意义上成立.我们引入一个（关于单位面积平板的）阻力系数 c ， 
定义为无量纲比值 

* 

然后，从两个给定的方程中消去〜，得到下面的 方程： 

(44.4) 

它(在对数准确度上）以 r 的隐函数形式给出了 为了提高这一 
公式的准确度，可以在对数项之外加一个经验常数，这样的公式 
就是 



25 

c 


In CcRj，），Rx 


Ux 

v 



= L71n(c^)4-3.0. 


(44.5) 


由该式得出的阻力系数 c 是距离^的一个缓慢递减函数. 


最后，我们用函数 c (: r ) 来表示边界层厚度.已知 





代入 (44.2) 式就求得 

3 =常数 xa ^ /丁. 


(44.6) 


当然，只有对于主流为层流的湍流边界层，这个公式才能用等号写 
出.此时，3有确切的意义（湍流区域和层流区域总是明显地区分 
开的）. （44. 6) 式中的常数因子应当由实验结果确定. 


问 趣 

问题 1. 试由公式 （44. 5) 确定作用在平板两面上的合力, 
解 :待求的平板每单位边长受力为 


• 208 ♦ 


F ~2 \ adx, 

Jo 

其中厂是板的长度.⑴入阻力系数代咎 

C = F 丨 LpV 、 2U 

2 

我们求得 



如果仪取含最高次（一 次〉 幕对数的硕， 那么上 面的积分就是 c 在处的 
\ Kc ( l ), 为了得到更准确的 C 值，对应于公式 （44. 5)，在计算枳分时必须考 
虑次阶项，它包含零次幂的对数.为此，我们写出 

j cdx = [«c]o*— I 

把公式 （44. 5) 写成 

一 1 

C =： Ann 2 Bxc f 

由此计算导数心 /rf«， 于是在所需的准确度上得出 

c = c ⑴ + = c ⑴ 「 1 +1， 

A z ln 3 Blc InBlc 

~A\n (Blc/e) ^ Aln(BlC/e)^ 

把公式 (44. 5) 中的 j 和 BK 代入，我们得到下列公式： \ 

它丧示总阻力系数 C 对于雷诺数 = 的函数关系.对于大雷诺数，由 
此公式给出的阻力系数(随 着丑的 增加）以 1/lnW 的方式减小.对于层沭边 
界层的情况， C 以 1/Vi 的方式戚小[见 (39. 16)]，就是说，要戚小得更快些. 
这样，我们可以断定，在大雷诺数的情况下，湍流边界层的摩擦力大于层流边 
界层的摩擦力. - 

问题1在湍流边界层情况下，试将粗糙乎板的阻力系数确定为雷诺数 
的函数 4 

m : 以粗糙面的凸起尺度3代替粘性底层的厚度如（〜<〜)，我们从 
(44.1) 和 （44. 2) 得到 
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引进阻力系数于是就 存 

0.59 


类似地，平板的总阻力系数为 



(也是在对数准确度上）.可以 指出： 粗糙平板的阻力系数和：诺数无关. 

§45. 失阻 

由前面几节得到的结果，我们可以引出关于大雷诺数下阻力 
定律（即当雷诺数很大时，作用在物体上的阻力和及值之间的关 
系）的重要结论. 

关于大丑数下的流动图象（这里只讨论这种情况)，我们已经 
作过叙述，就是：在流体的整个主流部分（即除去边界层的所有地 
方，这里不考虑边界层)，流体可以认为是理想的,除去湍流尾迹以 
外处处是势流.尾迹的宽度取决于物体表面上分离线的位置.必 
须注意的是，虽然这一位置由边界层的性质所决定，但我们在§ 40 
中已经知道，原来它与雷诺数无关.于是我们可以说，对于大雷诺 
数，整个流动图象几乎与粘性即 i ? 数无关（只要边界层保持层流状 
态，见后). 

因此，阻力从而也必须和粘性系数无关.我们所掌握的就仅 
剩以下三个量：主流速度?7，流体密度 p 和物体尺度 Z . 由这些量 
我们只能构成一个具有力的量纲的量，就是 pf / 2 / 2 . 习惯上，我们 
不用物体线度的平方 Z 2 ， 而是引入一个和它成正比的量一和流 
动方向垂直的横截面积&设 

F = 常数 x P " 2 S ， (45. 1) 

其中的常数是一个只决定于物体形状的数字.这样，（大雷诺数下 
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的）阻力必须正比于物体的横截面积和主流速度的平方.为了比 
较，我们可以回忆一下，极小雷诺数 OK < l ) 下的阻力是正比于物体 
的线度和速度本身 CP 〜 vpZ 仍见§ 20) ①. 

我们已经说过，习惯上引入阻力系数07来代替 阻力心 它定 

义为 

c F 

这是一个无量纲量，因而只能依赖于 /?. 公式 (45.1) 变成 

C 二常数 • (45.2) 

就是说，阻力系数只决定于物体的形状. 

上面所说的这种情形并不能延伸到任意大的雷诺数.理由 
是，当丑足够大时，层流边界层(位于分离线前面的物体表面上)变 
得不稳定，接着就变成湍流.但是，并不是整个边界层都变成湍 
流，而仅仅是其中一部分如此.所以，物体的表面可以分成三个部 

分： 在前面有层流边界层，接着是湍流边界层，最后是分离线后方 
的区域， 

边界层内湍流的发生对整个主流的流动图象有很大的影响. 
它使得分离线大大地移向物体的后部(即向下游移动），以致物体 
后面的湍流尾迹缩小了（如图23所示，图中的阴影为尾迹区域)②. 



图23 


① 绕气泡的流动是一种特殊情况，这里即使在大 I ?数下，阻力仍和 U 成正比 | 
见本节后面的问题. 

② 例如，在长圆杻的横向绕流中，边界层内湍流的发生使分离点由95。移至60_ 
(这里圆柱上的方位角是从流动方向量起的). 
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溫流尾迹的缩小引起阻力的减小，因此，大雷诺数下边界层内湍 
流的发生伴随着阻力系数的减小，在10 5 附近一个较狭窄的雷诺 
数范围内，阻力系数下降一个相当大的比数.我们把这种现象称 
为 失阻. 在这个雷诺数范围内，阻力系数减小得很多，以致在 C 为 
常数情况下本来和速度平方成正比的阻力本身，现在都随着速度 
的增加而减小. 

可以指出，主流中的湍流度对失阻现象有一定的影响；来流的 
湍流度越大，边界层越早变成湍流（即变成湍流的及数越小)，因 
此，阻力系数在较小的雷诺数下就开始减小，并且延及一个较宽的 
H 数范围. 

图24和图25给出了球的阻力系数对于雷诺数丑二 rrf/v 的 
实验函数曲线；图24是以对数标尺绘制的.对于很小的 R(《l), 
阻力系数按 C = 24/ i ?( 斯托克斯公式)减小，以后就越来越慢地继 
续减小，一直到 /?〜5 xl 0 3 ， 在这里 (7 达到极小值.超过该点后, 
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图24 




c 

0 •卜 

― ——!二丨 ^ 丨 f 

10^ 210 b 3-10 5 4.10 s 5-10 5 

R 

图 25 

它稍有上升.在®诺数为 2 X 10 4 到 2 X 10 5 范围内， （45. 2) 式所 
表示的规律成立，即 C 大体上为一常数.失阻出现在 2 X 10 5 和 
3 X 10 5 之间的及値范围内，阻力系数减小到原先的1/4到 1/5. 

作为比较，我们可以给出一个不存在临界雷诺数的流动的例 
子.考察沿平面圆盘的垂直方向绕平盘的流动.在这种情况下， 
从纯几何来考虑，分离位置是明 显的： 分离显然要发生在盘的边 
缘，并且不会从那里移至别处.因此， 当丑增 大时，盘的阻力系数 
保持 不变， 也就不会有什么失阻. 

必须记住，当失阻发生在高速情况下时，流体的压缩性可以有 
不容忽视的影晌.标志这种影响程度的参数就是 马赫数 M = U / c f 

其中 c 是 声速； 如果见《1，流体可以作为不可压缩流体 (§10). 

■ » * . 

既然在两个参数 if 和丑中，只有一个参数含有物体的线度，那么 

这两个参数就可以独立地变化. 

• • • • ' . • 

实验结果表_，一般说来，压缩性对层流边界层内的流动有一 
个稳定效应.当见增大时，力的临界值增大.例如，拿一个球来 
说， 当见从 0. 3 变到 0.7 时，失阻从 /?〜4 xl 0 5 推迟到尺士 8 x 
10 5 . 

我们还可以指出，当 M 增大时，层流边界层分离点的位置向上 
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游（即物体的前部）移动，而这必然要引起阻力有某些增大. 


问 



试求大雷诺数情况下作用于液体中运动气泡上的阻力（列维奇 ，1949). 
解： 在液体和气体之间的界面上，流体的切向速度不为零，但它的法向 
导数为零（我们略去气体的粘性）. 因此， 边界附近的速度梯度将不会很高， 
也就不会有§39意义上的边 界层； 所以，在整个气泡的表面上将不存在分 
离.如用体积分 （16.3) 计算能量耗散，在略去了液体的表面层和很窄的湍流 
見迹之后，我们就可以在整个空间内应用绕球势流的速度分布（见§ 10,问题 
2). 利用§ 16问题中得到的公式，可求得 

6动 = —" 1(^) 2rrR^ln 6d0^-~ Ujt^RUK 

因此，我们看出所求的耗散阻力为@ 

F ~ 12itf]RU^ 

§46. 绕流线型物体的流动 

可以提出这样的 问题： 为了使物体在流体中运动所形成的阻 
力尽可能小，物体（比如说，横截面积是给定的)应当有什么样的形 
状？由上面的讨论很清楚，要做到这一点，分离必须尽可能远地向 
后移: 分离发生在物体后端附近，湍流尾迹就会狭窄到最低限度. 
我们已经知道，只要物面压力顺下游方向迅速增大,便会促使分离 
的发生.因此，物体必须具有这样的形状，以致在物面压力增大的 
地方，可使压力变化尽可能地缓慢和平滑.这是可以做到的，只要 
物体的形状沿着流动方向变得细长，并在下游光滑地收缩到一个 
尖点;这样，沿物体两侧的流动就会光滑地汇合，而不需要绕过任 
何棱角，也不需要从主流方向偏转一个相当大的角度.物体的前 


①这个公式的应用范围实际上是不大的，因为当速度增到足够大时，气泡就不 
再保持球状了 • 



端必须是圆弧形的，因为如果那里有一个折角的话,流体速度在顶 
点就会变成无限大（见§ 10问题6)，从而压力沿下游方向会迅速 
增大，这就不可避免地要导致分离. 

图26中所画的那种形状接近于满足所有这些要求.图266 
表示的剖面可以是，例如细长旋成体的截面，或者长“翼展”物体的 
截面(我们习惯上称这样一种物体为机翼）.机翼的横截剖面可以 
如图26«那样为非对称的.在绕这种形状物体的流动中，分离只 
在靠近尖后缘的地方发生，因而阻力系数是比较小的.这种物体 
称为流线型物体. 



(o) 



在流线型物体的阻力中，由边界层内流体作用于表面的直接 
摩擦力是重要的部分.对非流线型物体(前一节中讨论过这种情 
况）来说，摩擦力的作用相对地比较小，因此实际上无足轻重.但 
在平行于平板的流动这种截然相反的情况下，这种作用却成了阻 
力的唯一来源 （§39). 

在流线型翼相对于主流倾斜一个小角度《(称为攻角，图 26) 
的绕流中，将产生一个大的升力 A ， 而阻力^仍然较小，因而比 
值 FJF X 可以达到很大的值(〜 10—100). 但是，只有当攻角较小 
($10°) 时，才能保持这种特点.在较大的攻角下,阻力上升很快, 
并且升力下降.这种现象可以这样来解释 ：在大 攻角下，物体已不 
再是流线型的；分离点朝物体前部移动了一个相当大的距离，从而 


• 215 


# 



尾迹变得比较宽了.必须记住，平板，作为很薄物体的极限情况， 
只是在非常小的攻角下才是流线型的；甚至当它和主流只倾斜一 
个小角度时，在平板的前缘也要发生分离. 

按照定义，攻角 a 是从零升力时的翼面位置量起的.在小攻 
角情况下，我们可以将升力展开为《的幂级数.如果只取第一项， 
我们就可以假设力仏和(*成正比.其次，根据类似于对阻力进行 
过的量纲分析，升力必须正比于 pW . 再引进翼展我们可以 
写出 

A 二常数 xpKaZ J :， （46.1) 

其中的常数仅取决于机翼的形状，特别是，它和攻角无关.对于很 
长的机翼，可以假设升力正比于翼展，在这种情况下，常数只决定 
于翼剖面的形状. 

通常使用升力系数，而不用机翼升力；升力系数定义为 

C y ~— — - • (46. 2) 

CJ 

如上所述,对于很长的机翼，升力系数正比于攻角，它既不依赖千 
速度，也不依赖于 翼展： 

= 常数 x < x . (46. 3) 

在应用儒可夫斯基公式计算流线型机翼的升力时，必须确定 

速度环量 r , 做法 如下： 已经知道尾迹以外的流动是处处有势的， 

现在的情况是，尾迹很薄，并且在机翼表面上它只占据后缘尖点附 

近的一个很小区域.因此，为了确定速度分布(并由此确定环量 

r )， 我们可以求解理想流体绕机翼的势流问题.尾迹的存在被设 

想为有一个切向间断面，它从机翼的尖锐后缘伸向流体内部，那里 

的速度势存在一个间断 A—l = r . 在§ 37 中已经证明，导数 

9<1>/^ 在这个面上也存在间断，但导数 9 cf >/9 x 和邛/办是连续 

的.对有限翼展机翼，这种形式的问题有唯一解，但是，寻求精确 
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解则足 非常复杂的.对于小攻角倾置的圆盘形机翼，这一问题已 
由 II . E . 柯钦解出①. 

若机冀很长（并且具有同样的截面)，可将它看作在 s 方向上 
是无限的，那么，我们就可以把流动当作(叫^平面内的）二维流 .M 
然，由对称性，速度〜二⑽/々沿机冀必须为零.因此，在这种怙 
况下，我们必须找一个只有速度势存在间断，而其导数连续的解. 
换句话说，此时不存在任何切向间断面，而只有一个多值函数 

当环绕翼剖面一周时，它得到一个有限大的增量 r . 但 

是,在这种倩形下，二维流问题没有唯一解，因为它可以有带任何 
速度势间断值的解.为了得到唯一的结果，还必须满足另外的条 
件，这一条件是由 C . A . 恰布雷金在1909年第一次提出来的. 

这个条件称为儒可 夫斯基 •'恰 布雷金条件， 它要求流体的速 
度在机翼的尖锐后缘不变为无限大.关于这一点，我们可以回忆 
一下，当理想流体绕流一个拐角时，按照幂次律，角顶边处的流体 
速度一般是要变为无限大的（§10,问题 6). 这就说明，上述条件 
意味着，由机翼两边流来的气流必须光滑地汇合，而不会绕过拐 
角.当这个条件得到满足 W ， 势流问题的解当然就提供一个非常 
类似子真实情况的流动图象；在真实情况下，速度处处为有限値， 
而分离只能在后缘处发生.于是，解变成了唯一的，特别是，计算 
升力所需的环量 r 有了确定的值. 

§47. 诱导阻力 

流线型（有限翼展)机翼阻力中，有一个重要部分是由薄湍流 
M 迹中能量耗散导致的阻力所构成的.这种阻力称为诱导 阻力. 

§ 2 1 中曾经证明，我们如何通过研究远离物体的流动，可以 

一… | ! - | _ 

H , E.KoHUHy MmneM.ll Mex . C 应用数学与力学）4,3,1940; 9,3, 

1945* 
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箅出尾迹引起的阻力.但是，公式 （21. 1) 并不适用于目前这种情 
况.按照那个公式，阻力是由对整个尾迹截面取 h 的积分而给出 
的，也就是，由通过尾迹的流量给出的.然而，估计一下流线型机 
翼后面尾迹的厚度，即知在目前情况下流量很小，因此，在下面所 
用的近似中可以略去不计. 

如同§ 21中那样，我们将力^写为通过平面 z = A 和平面 
的动量的 CT 分量的两个总通量之差，这两个乎面分别位于物 
体的远后方和远前方.将速度分量记作 V - Vv x , v y , v z , 就得到动量 
通量密度分量 n # 的表达式 

^xx~v ^ pW + 〜） 2 ， 

于是阻力为 

\~p(U^v x y-]dydz. ( 47 . 1 ) 

x ^2 n 1 

考虑到尾迹厚度很小,在沿平面的积分中，可以略去沿尾迹 
截面的积分，所以积分域可只取尾迹外部的区域.但是，这一区域 
中是势流,伯努利方程成立： 


因此 


奸去 (17 + xO 2 ，。+~ pt / 2 . 


P= Pq ~ pUv r 




(47.2) 


这里，我们不能像 §21 中那样略去二次项，因为在现在所考虑的 
情况下，正是这些项确定了所要求的阻力.将 (47. 2) 代入 (47. 1)， 
即得 

厂 . = (j " 一 | j*)[?Q- 「 P 。 2 + pUv r - \-~pip 2 x 一 

x-.r 2 r - x 1 

v 2 z )Ad?jdz. 

常数 V , + PU 2 积分之差是零， pUv , 积分之差也是零，这是因为通 
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过前后两个乎面的质量通量 

畢产 

pv x dydz 

一定是相同的（在这里所考虑的近似程度上，可以略去通过尾迹的 
流量）.其次，我们若把平面取到物体前面充分远的地方， 

该平面上的 V 将是非常小的，因而 d ) 沿此平面的积 

分可以略去不计.最后，在绕流线型机翼的流动中，尾迹外的速度 
〜 如与化和〜相比的话， 是一个小量.因此，在沿工二心平面的 
积分中 ，巧与 vl + vl 相比，也可以略去不计.于是得到 

+ (47. 3) 

这里，积分是在物体后方较远距离的一个平面上 Ot = 常数)计算 
的，而尾迹的横截面被排除在积分域之外①. 

用这种方法算得的流线型机翼的阻力，可以用速度环量厂表 
示，该环量也确定了升力.为此，我们首先指出，在离物体充分远的 
距离上，速度随坐标^的变化是微不足道的，所以，可以把 v y ( y , z ) 
和看作与工无关的二维流速度.若用流函数（见§】0)作 
为辅助量将更为方便，这时〜= 30/31 v y 二一⑽ z . 于是有 

F * = T p ll[(lf") + (lf) } d¥dz ' 

其中，沿铅垂坐标夕的积分是从 + CO 积到义， 又从心 积到 一 CO , 这 
里的 L 和 h 是尾迹上下边界的坐标（见 §37 的图 18). 因为尾 
迹以外为势流 (Vxw = 0)， 有 

①为避免误解，应当作如下说明.公式 (47. 3) 可能给人这样的 印象： 当 z 增大 
时，? V 〜在量级上没有减小.的确，只要还如我们在推导公式 (47. 3) 时所假设的那样, 
尾迹厚度与其宽度相比为一小量，上述想法就是正确的.但在机翼后方非常大的距离 
上，尾迹最终变厚了，以致近似于变成一个圆形截面.在那里，公式 (47.3) 便不对了， 
此时，心，随 T 增大而迅速减小. 
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dy 2 1 9z 2 


利用二维格林公式，就得到 


F x 




P (J) 




dl ， 


这里的积分周线为原面枳分的积分域边界线，而 叩 n 表示沿周线 
外法向的导数.在无穷远处，#二0,所以积分就环绕尾迹在 P 平 
面上的截面周线计算，可得 



此处是在整个尾迹宽度上积分，方括号中的差值表示导数 4陶 
通过尾迹的间断值.因为外/办=匕=抑 /3 z , 我们有 


因此， 




_ dr 




iz. 


最后，我们利用势论中的一个 公式： 

卜 - 去 1[( 癸 ) 2 - (D,] in ⑹， 

这里积分是沿着一条平面周线， r 则是从以到需求出^的那一点 
的距离，而方括号中的表达式就是0的导数沿周线法向的间断 
值①.在现在的情况下，积分曲线是2轴的一段，所以我们可以将 
z 轴上的 VKy ， 勾函数值写为 

m —去 j [(訟 -( 聲) 2 1 ln 1 卜 〆 ㈣ 


①在二维势论中，这一公式给出了电荷密度为 

丄 f 門 — 哗）1 

2jt LV 9n/z \ 9n Jt Ji 
的带电平面周线所产生的电势. 
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z — z f \ dz\ 


最后将这个式子代入就得到诱导阻力的下列 公式: 


F 


-f-f 7 \ l l r ^ z l^J-^\n\z-z f \dzdz f 

4 ft n j n (LZt dz 


(47. 4) 


( L . 普朗特， 1918). 这里已将翼展记作并将;2的原点取在 
机翼的一端. 

如果所有^方向的线度增加某个倍数 （ r 保持不 变〉， 积分 
(47. 4) 将保持不变①.这表明，当翼展增大时，作用在机翼上的总 
诱异阻力保持为同一个数量级.换句话说，机翼单位长度上的诱 
导阻力随长度增大而减小②.和阻力不同，总升力 

F y =- pU^Tdz (47.5) 

几乎随翼展线性地增大,而单位长度的升力不变. 

下面介绍的方法便于对积分 (47.4) 和 (47. 5) 进行实际计算. 

我们引入一个新变量0替代坐标 A 定义为 


z —-^-(1 — cos 沒） （ (X 沒 < 丌 ). (47. 6) 


速度环量分布可写成傅里叶 级数: 


① 为避免误解，应该 指出： 当长度单位变化时，被积函数中的对数将增加一个 
常数，但这是无关紧要的.事实上,这个积分与 （47. 4) 的差别仅在于 Xnlz - z ' i 被一个 
常数所替代，因而这个积分等于零，这是由于 

J dz 

而 r 在尾迹的边缘处为零，所以定积分是零. 

② 在无限翼展的极限情况下，单位长度机翼的诱导阻力为零.实际上还保留少 
量的阻力，它是由通过尾迹的流量（即积分 n 〜办心）确定的，而在公式（4 7 . 3 )的推导 
中被略去了.这个限力包栝摩擦阻力以及其余一部分起因于尾迹耗散的 阻力. 
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r 二— 2 "① 

?? s in 0 . (47.7) 

71 " 1 

因此，在翼端 (2 = 0 和乙或0 = 0和； r)，r = o 的条件是满足了的. 

将表达式 (47. 7) 代入 (47. 5) 并计算积分（利用当 n 尹1时，函 
数 S hd 和 sinnO 的正交性），我们得到 

F y ~ -^-pU 2 Jt . 


所以，升力仅依赖于表达式 (47. 7) 中的第一个系数.（ 4 6.2)中的 
升力系数为 

C y = jzAA u (47,8) 

这里，我们引入了机翼的展弦比 

为计算阻力，我们将公式 (47. 4) 分部积分一次，改写成 



r ⑻ 


dr (s ; ) dzdz > 
dz' z — z' 


(47.9) 


不难看出，对/的积分必须取主值.将 （47. 7) 式代入，经过初等 


的运算 ( D ， 导得下面的诱导阻力系数 公式: 
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问 题 

当给定升力和翼展 h = l 时，试求诱导阻力的最小值. 

解： 由公式（ 4 入8)和（4 7 .10)清楚看出，如果所有的 / U (但 w 关 1) 等于 
零，则对给定的(即给定的 阜）， 便得到的最小值.因此 

O x , min — ⑴ 

速度环量沿翼展的分布由下面的公式给出： 

r = ^ x^v ^ z (l z)» ( 2 ) 

如果翼展充分长，则绕该叽翼任何截面的流动可近似为绕无限长且截面处处 
与其相同的机翼的流动.在这种情况下，我们可以说，当机翼在 W 平面内的 

形状是一个半轴为的椭圆时，就得到环量分布 (2), 

§48. 薄翼的升力 

按照儒可夫斯基定理，计算作用在机翼上的升力的问题，归结 
为求速度环量 r . 对于截面处处相同的无限翼展流线型薄翼，可 
以给出该问题的一般解①.下面介绍的巧妙解法是由 m . b 凯尔迪 
许和 JI . H . 谢道夫提出来的（19 3 9). 

令汉 = 和夕=匕0)是翼剖面下半部分和上半部分曲线 

的方程式（见图 27). 假设这个翼剖面很薄，稍许弯曲，并且相对 

y\ 



图 27 


①下面两部著作中，有关于二维机翼不可压缩绕流理论的较详细说明： H.E. 
Ko 仙 h ，H. A, Ki 必 eiLb，II. B.Po 犯 7 1 仰 pew 奶從财^ ludpoMGKanum. 1, MocKBa 194 a 

( 柯钦，基別里，罗兹著 . 理论流体力学，曹俊友等译，高等教育出版社， 1956) 5 X 11.0 
IlAocKue 3ddaHu ludpodunaMUKU u a9podunaMum, MocKBa, 1950* 
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主流 U 轴）倾斜一个小攻角；即6，匕自身以及它们的导数 
都很小，剖面轮廓线的法线几乎处处平行于 y 轴.在这种情况下， 
我们可以假设，由于存在机翼而引起的扰动速度％和主流速度 U 
相比，处处为一小量①.机翼表面的边界条件为， 

当汉= 2时， 

稂据所作的假设，我们可以让这一条件在 y - o , 而不是在 y 二 （处 
成立.因此，在横坐标轴的^ = 0和; r 二之间，必定有 

当夕->0 + 时， 

当 y — o ~ 时， r 二 

为了应用复变函数论的方法，引进复速度 


( 48 . 1 ) 


dw 

dz 


V 


IV 


(参阅§10)，它是变量纺的解析函数.在现在的情况下, 
该函数在横轴线段（0，《)上，必须满足下列 条件： 


当 夕 —(T 时 ， Im 


dw 

dz 

div 


- K ; ⑺； 


当 y ~>0- 时 ， • 


( 48 . 2 ) 


为了解上面的问题，我们首先将所要求的速度分布 v ( x , y ) 9 
表示成两个分布 之和： 

v = v ^ + v ^ 9 

这两个分布具有下列对 称性： 


vi(x, —y 、 =v;(x ， j/) ， v;(x, —y) = —vy (x, y), 
汐 io , — y ) = — vi ( x 1 y ), vi ( x , ~ y )= vi ( x J y ). 


( 48 . 3 ) 


单个速度分布和的这些性质，是不违背连续方程或势流方 
程的；并且因为问题是线性的，可以分别求取这两个分布. 


①在接近机翼圆钝前缘的一个小 区域里 ，情形例外. 
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复速度相应地表示成两项之和： 

= 一， 

该和式的两项在线段(0, a ) 上满足的边界条件是 


[Iitim^ + ] y 呤0 + 二 [Iniw/+]y 40- 


U(C\+C f 2X 


( iS . 4 ) 


= — [IlTU y 4 0- — ~C^ ^ 1 — ^ 2 )• 


由柯西公式可以马上确定出函数 


W 


1 r 


t — z 


L 


这里复变数4平面内的积分曲线是一个中心在1=2点的小半径 
圆以图 28). 但周线 L 可以用一个 
无限大半径的圆和一条顺时 
针方向的周线 C 代替；后一条曲 
线可以变为两次通过的线段（0， 
a ). 因为 W (幻在无穷远处为零， 

沿 C 的积分得零.沿 C 的积分 
得出 



图 28 


W 




( 48 . 5 ) 


此处，我们应用了 的虚部在线段(0, a ) 上的边界值( 4 & 4 )，并 
利用了这一事实，即根据对称条件 (48. 3)，的实部在跨过这一 
线段时是连续的， 

为了求函数 wV , 我们应当将柯西公式应用于乘积 
而不是应用于该函数本身；其中 
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并且当 0七 方根取正号.在实轴的线段（0，)上，函数 
5(幻是纯虚的，并且是不连续的，即 

g(x iO) ~ —— g(x— iO) = 



由夕(幻函数的这些性质，可清楚地 看出： 乘积的虚部在跨过 

线段(0, a ) 时是不连续的，而实部是连续的，这和函数—样.因 

♦ 

此，完全类似于公式 (48. 5) 的推导，有 

‘ (z) g (z) 一 + 

综合以上各表达式，得到薄翼绕流速度分布的下列 公式： 


dz 2jti> z . o 玄一 z v a —在 




(48.6) 


在圆钝前缘附近（即当^0时)，这个式子一般说来要变为无 
限大，以上近似在这一区域中是不成立的.在尖锐后缘附近（即当 
a 时)， （48. 6) 的第一项为有限值，但第二项却变为无限火，尽 
管它仅仅是以对数的方式发散①.这个对数奇性是由所用的近似 
所引起的，更精确的处理可以消除这一奇性，根据儒可夫斯基-恰 
布雷金条件，在后缘不存在幂次律的发散.由于上面对所用 gOO 
函数作了适当选择,这一条件已经得到满足， 

公式 (48. 6) 使我们能立即求出绕翼剖面的速度环量.稂椐一 
般规则（见§ 10)， r 可由函数(幻在单极点 ^-0 的残数给出. 
把《/(幻在无穷远点展开为1 A 的各次幂，很容易求出所需的残 
数，就是展开式中的系数，即 


①如果在后缘附近，心和^以 (其中 &>1>的方式趋于零，即假如后缘 


为一尖点， 这一发散就不会 出现了 | 
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dw 

dz 


2niz 


• • 


其屮 r 可由下面的简单公式 求出： 

r ^ u '° (48.7) 

J 0 ^ Cl 5 

应当指出，这里出现的只是函 数匕和 G 的和.如果用一个形状 
由函数 （L + 匕 ）/2 表示的弯曲平板去代替薄翼，则升力不变. 

例如，当一无穷长薄平板翼倾斜成小攻角 a 时，我们有 

^ 1 ~ ^2 

因而公式 (48. 7) 就给出 

F ~ 一 nocaU• 

该机翼的升力系数为 

C y — — ~2jt(X # 

丄 r r _) 
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第五章流体中的导热 


§49. 传热的普遍方程 

我们在§ 2的末尾已经提到过，完备的流体动力学方程组 
必须包含五个方程.对于有导热和内摩檫过程的流体来说，其中 
一个方程仍然是连续方程，但是欧拉方程组要换成纳淮-斯托克斯 
方程组.其次，理想流体中 的第五 个方程是熵守 恒方程 （2. 6) .而 
在粘性流体中，由于有能量耗散的不可逆过程发生，这个方程当然 
不成立. 

在理想流体中，能量守恒定律由方程 （6. 1) 来表示 



上述表达式的左边是单位体积流体内的能量变化率，右边则是能 
量通量密度的散度.当然，在粘性流体中能量守恒定律仍然成立, 
即在任何体积中，单位时间内流体总能量的变化必须仍旧等于通 
过该体积界面总的能量通量.但是能量通量密度现在具有另外一 
种形式，即除了流体运动中由单纯质量转移引起的能量通量 pi 


+ 之外，还有由内摩檫过程引起的能量通量.这后一种通 


量由矢量给出，其 分量为 ( 见§ 16). 此外，能量通量中 

还必须包含另外一项.如杲整个体积中流体的温度不是常量，则 

除了上述两种能量转移之外,必定还有称为导热的热转移.这意 

味 S : 从高温处向低温处有分子能量的直接转移.这种能量的转移 

与宏观运动无关，即使在静1 h 的流体中也会发生. 

用 Q 表示由择热引起的热通量密度.通量 q 与流体的温度变 
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化有关.在流体中温度梯度不太大的情形下，立即可以写出这种 
关系；在导热的现象中，我们涉及的几乎都是这种情形.这时可以 
将 g 展成温度梯度的幂级数，并且只取展开式中的一次项.因为 
当 V ? 7 为零时 q 必须为零，所以常数项显然为零.因此得 

q 二 一 NT• ( 49 . 1 ) 

常数 k 称为导热系数.因为能量通量必定是从髙温的地方流向低 
温的地方，我们立刻可以看出， q 和 V 7 7 必须反向，所以 k 总是正 
的.一般说来，导热系数/<是温度和压力的函数. 

因此， 当有粘 性和导热时，流体中总的能量通量为 


pv ( ~ v 2 ^ j-w ) — v ^ 

U4 


— KSJT. 


所以,能量守恒的普遍定律由以下的方程 给出: 



pv 2 + pe 


V 



2 


v 2 


V -rr 


一 ksjT 


( 49 . 2 ) 

这个方程可以用来完备粘性流体的流体动力学方程组.但是 
为了方便起见，借助于运动方程组将方程 （49. 2) 变换成另一种形 
式. 为此，从运动方程组出发，我们来计算单位体积内流体能量的 
时间导数，则得 




—— fTV ， 


dV 

"97 




df 


由连续方程消去 3 p / W ， 再由纳维-斯托克斯方程消去 9 ^/ 91 , 
得 


2 


pv 2j rpe 




2 


v 2 SJ ^ (pv) — p%) )— 幻 + 


^ _一 €V .( pz? ) # 


dx 


k 


dt 


现在利用热力学关系 


• 229 



求得 


de = Tds — pdV — Tds + (p/p 2 )dp f 


de 

^dt 


T 


ds , V dp 


dt x p l dt 




将其代入前一个式子，并引入焓 e + ： p / p ， 我们得到 


ii(i pvl+pe 


2 


v 


2 


w ) V • Vf 


v^p-l pT^-j-v 


dt 


dX 


k 


其次，由热力学关系 dw = Tds + dflp, 我们有 V/^pVw —pTVs 
于是上述方程右边的最后一项可以写成 


Vi 


七； 

2x 


if : 


k 


= —Gi’ k dVi 




dx 


k 


cfX 


k 


将这些表达式代入，并加上 •一 个和减去一个即得 


9 


pi; 2 十 pe }= — V 


9t\ 2 


p%) 


v 


2 


— •a' — kS/T 


+ PT^+V •▽«) — 奥一 ▽• OVT). 


dt 


dx 


k 


(49.3) 

将这个单位体积内流体能量的时间导数表达式与式 (49. 2) 作 
比较，我们有 

pT (尝 + 幻•▽《)二 0 V . (“ V ^ 7 ). (49.4) 

、 / Jc 


这个方程称为传热 的普遍方程. 如果没有粘性和导热，则其右边 
为零，就得到理想流体中的熵守恒方程 (2. 6). 

我们还应该对方程 (49. 4) 作下述说明.该表达式的左边正好 
是熵对时间的全导数 ds/dt 乘上 p 2\ 量 ds!dt 给 出单位质量流 
体在空间移动过程中的熵的变化率，于是 TA / 说是单位质量流 
体在单位时间内获得的热量，所以 pTds/dt 是单位体积流体所获 
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得的热量.因此从式 (49. 4) 看出，单位体积流体所获得的热量 
为 

Oi k dVildx k -\SJ ' 

其中第一项是由于粘性而耗散成热的能量，第二项是传入该体积 
内的热量. 

将 hL 的表达式 （15. 3) 代入式 (49. 4)，并将项 Aph / h 展 
开，则得 





+ S 


dv 


dx 


k 



dx t 


容易验证，第一项可以写成 



第二项为 




9x t dx { 


= ^( V *^) 2 . 


因此方程 （49. 4) 变成 

PT (_+ … W ) 寺 (_) + 如,(势 + 詩- 

-吾4普 ) 2 + f ( V •幻)、 (40. 5) 

由于导热和内摩檫是不可逆过程，所以流体的熵增加了.当 
然，这里并不是分別指每个流 体体元 的熵，而是指整个流体的总 
熵，它等于积分 


| psdV. 

每单位时间内熵的改变由下述导数给出 

dl\psdV~]l dt=\^[d(ps)ldf]dV. 

利用连续方程及方程 （49. 5)，我们有 

• 2 3 ?- 



丄(也化__! N 2 ) 2 

十27^也十把 S dlk dxJ J 

上式右边的头两项合在一起就是一 ▽•( psr ). 其体积分可以变换 
成熵通量 psv 在该体积表面上的曲面积分.如果我们研究一个 
在无穷远处静止的无界的流体体积，则其界面可移至无穷远处，这 
时界面上的被积函数为零，所以积分本身为零.将上式右边第三 
项的积分作如下 变换： 

^•( K rr)dv = fv (等 

假定流体温度在无穷远处是足够快地趋向于一个定值，我们可以 
将其中第一个积分变换成无穷远处曲面上的积分，在该曲面上有 
vr 二0,所以该枳分为零. 

最后的结果是 


dt 


| psdV 


+|；您 +办 


T 2 

吾 


J2T \dx, 1 dx ： 


2 


dV 


T 


(V-v) 2 dV 


(49. 6) 


上式右边的第一项是由导热引起的熵的增长率，其它两项则是由 
内摩擦引起的熵的增长率.熵只能增加，即式 (49. 6) 右边之和必 
须是正的.上式右边任何一项的被积函数都有可能不为零，即使 
其它两个积分为零时也是这样.由此可见，除了我们已经知道 R 
和^7是正的以外，第二粘性系数 C 也是正的. 

在导出公式 （49.1) 时，已隐含了假定热通量只决定于温度梯 
度，而与压力梯度无关.这个假定并不是一开始就一目了然的，现 
在可以论证 如下: 如果 q 苻正比于 VP 的项，则在熵变化率表达式 
(49. 6 )的被积函数屮，将会包含有乘积 ( VW . CVT ) 的项.因为这 
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一项 可正可负，则熵的时间导数就不一定是正的了，而这是不可能 

最后，上述这些推论还必需澄清如下.严格地说，在一个热力 
学不平衡的系统中，象在具有速度梯度和温度梯度这样的流体中， 
有关热力学量的通常定义已失去意义，因而必需加以修正.首先 
必须规定， P 、 e 和 t 仍和以前一样定义，即 p 和 pe 是单位体积流 
体的质量和内能，^是单位质量流体的动量.然后，剩下的热力学 
量就可定义为 P 和 e 的函数，其函数关系和它们在热平衡时相同. 
但是熵 5 = €) 不再是真£的热力 学熵； 严格地说，积分 


并不一定是随着时间而增加的量.然而容易看出，当速度梯度和 
温度梯度很小时，在现在所采用的近似程度下， S 和真正的熵相 
同.这是 由于： 如果此时存在着某些梯度，则一般会导致熵的附加 
项(除了 S ( p ， e ) 以外），不过能够改变上述结果的项只有梯度的 
线性项(例如，正比于标量 V *^ 的项)，这些项必定会使正值和负 
值都可能出现.但是，因为平衡值 s = 0是最大的可能值， 

所以它们应陔一定的负的.因此，在熵对各种小梯度的幂级数展 
开式中，只能包含有(除了零次项以外）二阶和更高阶的项. 

§ 15中已作过类似的注释(参看该节的第一条脚注)，因为只 
要有速度梯度出现，就意味着热力学平衡状态的破坏.在粘性流 
体动量通量密度张量表达式中出现的 A 必须取它在热平衡时的 
同一函数 p 二 〆 p ， e ). 严格地说，这种情况下的 P 已不是通常意 
义 F 的压力，即不是作用在面元上的法向力.和熵的情况不同（见 
上述），这里要出现小梯度的一阶量；我们已经看到， 除了# 以外， 
力的法向分量还包含一个正比下的项(在不 " J 7 E 缩流体中， 
这一项为零,于是差别只是更高阶的量). 


• 233 





因此，在我们所取的近似中（即略去速度、温度 等等的 更髙阶 
的导数时)，出现在有粘性导热的流体运动方程组中的三个系数 I 

全确定了流体的流体动力学性质.再引入任何其它的项 


C 和 


完 


(例如，在质量通量密度中包含正比于密度梯度或温度梯度的项) 
都是没有实际意义的，而且至少将意味着基本物理量定义的改变; 
特別是速度将不再是单位质量流体的动量①. 


§50. 不可压缩流体中的导热 

在某些情形下，导热的普遍方程 (49. 4) 或 (49. 5) 可以大为简 
化.如果流体的速度远小于声速，则由该运动产生的压力变化是 
如此之小，以致由它引起的密度变化（以及其它热力学量的变化) 
可以忽略不计.但是在上述的意义下，非均匀加热的流体还不是 
完全不可压缩的.因为它的密度随着温度的变化而变化，这种变 
化通常是不能忽略不计的.于是，即使在速度很小的情形下，非均 
勻加热的流体的密度也不能假定是不变的.所以在这种情形下确 
定热力学量的导数时，有必要假定压力是不变的，而不是假定密 

度不变.因此，我们有 

9 s _/ 9 s \ 9 T 
dt = \W) P ~dt y 

又因为 T ( ds / dT) P 是定压比热 h ， 于是得到 

T (9 sl 9 T ) p = c p dT / dt , Ts^s = CpSjT . 



①更坏的情形是下述 后果： 引入这样的项可以破坏必要的汴恒定律.必须 i 己 
住，无论采用什么样的定义，质量通量密度 j 必须始终是单位体积流体的动量.因为 j 
是由连续方程定义的，即 


QpIQt j 

将上式乘上 r, 并在该流体体积上积分，我们有 


0, 




dt = \ jdl ^ t 


同时，因为积分 jprdK 确定质心的位置，所以积分 j it/K 显然就是动悬 


3 
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所以方程 ( 49 . 4 ) 变成 

P 〜( 备 + W . V 个▽• ㈣ 乃+… 豐. (50. 1) 

对于非均勻加热的流体，如果在运动方程中要假定密度不变 
的话，则流体的速度必须远小干声速，同时流体中的温度差也应当 
很小.我们强调一下，这里是指温度的实际差值，而不是指温度梯 
度.这样条件下的流体才可以假定是通常意义上的不可压缩流体; 
特别是，连续方程就是▽々二 0. 假定了温度差很小，就可以忽略 
V ，，<， 和〜 随温度的变化，而认为它们是常数.我们象式 (49. 5) 中 
那样写出心，，就得到不可压缩流体的传热方程，它有下面 
比较简单的形式 

香 +⑶ = ⑽+云(乾+乾 ) 2 ， (50 - 2 > 

其中 ^ V / P 是运动粘性系数，并且已经用 了导温 系数/ 来代替 
的定义为 

X pc P . (50. 3) 

对于不可压缩流体处于静止的情形，传热方程特别简单，其中能量 
的转移完全是由导热所产生的.略去方程 ( 50 . 2 ) 中所包含的速度 
的项，我们就有 

dTjdt^X 1ST. (50.4) 

这个方程在数学物理中称 为导热方程或傅里叶方程. 当然，我们 
可以更为简单地得出导热方程，而不必利用运动流体中传热的普 
遍方程.根据能量守恒定律，单位时间内某体积所吸收的热量必 
须等于通过该体积的界面而进入的 总盼热 通量.就我们所知，这 
样的守恒定律能够表示成热量的“连续方程”.由单位时间内单位 
体积所吸收的热量等于负的热通量密度的散度，我们就得到这个 
方程.前者是因为在整个静止的流体中，压力当然不 
变，所以我们必须取比热 O .令 pc,dT/9t 等于一我们 
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就得到方栉 （50. 4). . 

必须指出，将导热方程 (50. 4) 应用到流体中去的可能性实际 
上是非常有限的.因为在引力场中的流体，即使有很小的温度梯 
度，通常就会引起相当大的运动 （对流 ，见§ 56). 因此，只有当温度 
梯度的方向与引力的方向相反时，或者流体的粘性非常大时，实 
际上才能有静止的流体.然而，由于固体中的导热过程也由方程 
(50. 4) 形式的导热方程来描写，所以研究这个方程就非常重要.因 
此，在§ 51和§ 52中，我们将更为详细地讨论导热方程. 

如果非均勻加热的静止介质的温度分布在时间过程中保持不 

变(借助于外部的某种热原)，则导热方程变成 

AT 二 0. (50.5) 

因此静止介质中的定常温度分布满足拉普拉斯方程. 在 k 不能认 
为是常数的更一般的情形下，我们用方程 

▽ • OVT )=0 (50.6) 

来代替方程 (50. 5). 

如果流体包含有外部热源(例如用电流加热)，则导热方程必 

须相应地包含附加项.设是这些外部热源在单位时间内加给单 

位体积流体的热量；一般说来， G 是空间坐标和时间的函数.于是 

热平衡方程（即导热方程）为 

pc P dT/dt = k\}T + Q. (50. 7) 

现在来给出导热方程的边界条件，即在两种介质界面上要满 

足的条件.首先，两种介质的温度在边界上必须相等，即 

T ^ T Z . (50,8) 

此外，从一种介质流出的热通量必须等于流入另一种介质的热通 
量.将坐标系取在所讨论的这部分界面上（此时，这部分界面相对 
于坐标系是静止的），对于每一个面元4/，我们可以将这个条件写 
成 
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{kNT i、)，dj 二 : (k 2 vT 2 ) - df. 

令 ( V 7 7 ) 4/= OT / dn ^ df , 其中 9 T/dn 是 T 7 沿界面法向的导数，贝 lj 

得该边界条件的形式为 

K^dT J 9 n ~ K 2 dT 2 !9 n . (50. 9) 

如果在分界面上还有外部热源，其单位 时间内 在单位面积上 
产生的热量为 Q ⑴， 则边条件 (50. 9) 必须代之以 

K l dT t /9 n -~ K 2 9 T 2 /9 n =- Q (8 K (50.10) 

在涉及温度分布的实际问题中，如果存在有热源，热源强度通 
常表示为温度的函数.如果函数随 T 增加得足够快，则在其 
边界上保持着固定条件（例如保持特定的温度）的物体中，建立定 
常的温度分布是不可能的.传出物体外表面的热损失将正比于物 
体和外部介质之间的温度差 T - T oy 而与物体内部产生热的规律 
无关.显然，如果热的产生随温度增加得足够快，则单靠热损失可 
能就不足以达到平衡状态. 

关于建立定常热状态的不可能性，构成了 热爆炸理论的基础， 
这种理论是由谢苗诺夫 （ H . H . CeM 如⑽， 1928) 发展起来的.如 

果放热的燃烧反应速度随温度增加得足够快，定常分布的不可能 
性就导致物质的快速地非定常点火，并由反应的加速而演变成为 
爆炸.对于热生成是温度的指数函数的情形，弗兰克-卡缅涅茨基 
( JX - A . 少 paHK - KaMeKeuKHfi ) 已给出了定量的理论（见问题 1)®. 

问 题 

问題 L 设由两个平行的无限大平面所界的物质层中，分布有单位体积 

①爆炸燃烧的反应速率与温度的依赖关系可粗略地表示为 ' 因而热的 
生成速率也是如此，其中常数 U 很大.弗兰克-卡缅涅茨基已经 证明： 为了研究热爆 
炸的条件，必须讨论当物质点火还比较慢时的反应过程.于是用 
來代替 e ~ u / RT , 其中是外界的温度.更详细的讨论见：及. A . ^ paHK - KaMOHeqicHM , 

u mrynxonepGdaua e xumunecHOii mnemuKe.m^. AHCCCP, 1947. 
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的强度为的热源，且两平面上保持不变的温度 r 。， 试求可能出 
现定常温度分布的条件. 

解： 在这里，定常的导热方程为 

Kd 2 T/dx\=-Q 0 e^< T ^^\ 

边界条件为 


当 x ~0 和 = 时 ； T = T q ， 

其中 2 Z 是该介质层的 厚度. 引入无量纲变数 t = c ?(! T —! F 。) 和 S = 则 

T ’’ + Ae T =0， 

其中 


X = Q 0 al 2 f k. 

将这个方程(乘上2/之后）积分一次，求得 

x 1 ~2 k ( e To — c T ), 


其中 r D 为常数，它显然就是 r 的最大值.根据对称性，必须在该层的中间， 
即1=1时，_达到这 个值. 所以根据条件 1-0 时有 r = 0, 再积分一次得 



算出该积分，我们有 



由这个方程确定的函数； l ( r Q )， 在某个确定的值= 处具有最大值 

如果 A >； U ， 则不存在满足边界条件 的解® 有关的数值为 = 

0.88, r 0>te -1.2®. 

问 B 2. 在諍止流体中浸入一球.设流体保持有恒定的温度梯度，试确 
定流体和球中最终的定常的溫度分布. 

解： 温度分布在整个空间中满足方程 Ar = 0, 在时有边界条件为 

T 1 = 7\ ， tc\3TilQ t= k 

其中丑是球的半径，带有下标1和下标2的量是分别指球上和流体中 的值; 
同时在无穷远处有 WT=A, 其中 A 是给定的温度梯度.根据问题的对称性， 
A 是能够定出所需解的唯一矢量.拉普拉斯方程的这样的解为 


① 在 A < A ( s 时方程 （1) 的两个根中，只有较小的根对应于稳定的温度分布. 

② 对于球状区域（其半径为 Z ) 的对应值为 A 临= 3 .32, ro， lls = 1.47 ; 而对于无限 
长的柱状区域， A«i = 2.00， r。， te = 1.30. 
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§51. 无限大介质中的导热 

现在来研究无限大的静止介质中的导热.这类问题最一般的 
提 法为: 在初始时刻 t = o 时给定整个空间的温度 分布： 

当尤=0时， T=T 0 (o：，2r，2)， 

其中 A 是某个给定的坐标的函数，要求定出以后整个时间过程中 
的温度分布. 

将所求的函数 T 展成坐标的傅里叶 积分： 

T — ^T h {t )exp (ik-r)d 3 k, d 3 k = dk x dJc y dk z1 (51. 1) 

其中展开式中的系数由下面的关系式给出： 

T k (t)= (2tt)- 3 T(x\y f , z\ t)t\p(—ih^r > )dV\ 

dV r = dx'dy’dz’ • 

将表达式 (51. 1) 代入方程 （50. 4)， 则得 

[/dT, 

)\dT 

由此 

dTjdt +Jc 2 XT k . = q. 

这个方程给出 A 为时间的 函数： 

T k = Qxp( — k i X t)T Q k. 


\-k 2 XT k )exp(ife*r)^ 3 fe^0. 
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将其代入式 (51. 1)， 求得 

T— T ok exp(~k 2 X t)txp(ik*r)d 3 k^ (51. 2) 

因为当6二0时，必须有 T = r e O ， y )， 所以 IV 显然是函数 
T 0 (x, y, 4的傅里叶积分的展开 系数： 

T ol = (2 jt 广 3 T 0 (^\ V\ 2 ') exp (— ik^r f )dV\ 

最后，将 TV 的上述表达式代入式 (51. 2)， 就得到 


T^{2n)^ z \ \T 0 (x\ y\ 3')exp( —A; 2 ； ^)exp[ifc• (r — r f ) x 


xdV f d 3 k 、 

对 fe 的积分是三个简单积分的乘积，其每一个的形式为 


JQO 

cxp( — ^^Xt)exp[ik x (x~x , )]dk z 

一 P0 

^oa 

= exp( — IclXt)cosIc x (x~x f )dk x ; 

J — oo 


因为正弦函数是奇函数，所以将式中 COS 换成 S i n 后，类似的积分 
为零.利用下述公式 


最后有 



exp( —ax 2 ) cosfixdx — ^/{^i/a) exp( —y9 2 /4a) 


(«>0), 


TO, H y\ z f ) X 

xexp {— [(x —x’) 2 + (y — y f ) 2j r (z — z , y^4Xt}dV , 

(51. 3) 

这个公式给出了问题的全部解答，它通过已知的初始温度分布确 
定了任何时刻的温度分布. 

如果初始温度分布只是一个坐标 z 的函数，于是在公式 
(5 L 3 )中能对 〆 和/积分，由此得到 
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T ( x , T 0 ( x f ) cxpl ~~( x - x f y /4 Xt '] dx , . 

(51. 4) 

设在 f = 0 时，除了在平面处无限薄的一层上温度为无限大以 
外，整个空间的温度均为零，而在平面 z = 0 这薄层上总的热量(正 

比于办)是有限的.这样的温度分布可以用6函数来 表示： 

几 0)= 常数 X30O. 于是公式 (51. 4) 的积分中只需将/换成 
零即可,其结果为 

TO, O =常数 x (- x 2 /4 Xt ). (51.5) 

类似地，如果初始时刻的有限热量集中在一点上(原点)，则以 
后时刻的温度分布公式为 

TO, f ) 二常数 X^^^exp( —r 2 /4 ； a )， （ 51.6) 

其中 r 是到原点的距离.在时间 
过程中，点 r = 0 上温度按广 3/2 
的规律减小.而周围空间的温度 
相应地升高，同时温度显著地异 
于零的区域扩展在着（图2 9 ). 

这种扩展的规律主要决定于公式 
(51. 6) 中的指数因子.我们看出， 

这个区域线度的 量级丨 是由 
D 〜1决定的，所以 

Z 〜 V—(Y 「)， （ 51.7) 

即^随时间的平方根的增加而增加. 

也可以用稍微不同的方法来 
说明公式 (51. 7). 设 i 是物体线 
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图29 



度的量级.于是我们可以认为，如果物体加热是不均勻的，则使整 

个物体的温度变得大体上相同所需时间的量级 T 为 

t 〜 I”％. (5 L 8) 

时间 r 可以称为导热的弛豫 时间 ， r 正比于物体线度的平方，同时 
反比于导温系数. 

由上面公式所描述的导热过程具有这样的性质，即任何扰动 
的影响在瞬间就传遍整个空间.从公式 (51. 5) 看出，来自点源的 
热是如此传播的，即使是顷刻之间，介质的温度也只是在无穷远处 
才等于零.对于导温系数依赖于温度的介质，只要/处处不为零， 
这个性质同样成立.但是，如果/是温度的某个函数，而当 T 二0 
时有7二0，则减缓了热的传播，以致在任一时刻，给定的扰动 
影响只扩展到空间的一个有限区域（我们推测这个区域以外温度 
可以看成为零）.这个结果连同下面问题的解，都是泽尔道维奇 
( H . B . 3 ejib ^ oBHq ) 和柯姆帕涅茨 （ A . C . KoMnaHeeu ) 在 1950年 


得到的. 


问 题 

问 题〗. 一介质的比热和导溫系数为温度的冪函数，而密度为常数.设 
在给定的时刻，某个区域已接收到由一任意热源传来的热（该区域的外面温 
度为零），试求出温度在这个区域边界附近趋向于零的规律. 

解：如果^和为温度的幂函数，则导温系数/和焓 



(略去 w 中的常数）也是温度的幂函数.因此可以设其中 
表示单位体积流体的焓.于是导热方程 

pc p 9T/9l = V" (^V^ 7 ) 

变成 

dW j9t 二 ax. (1) 

在很短的时间间 隔内， 该区域的一小块边界可以看成平面， 它在 空间的 
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位移速度〃可以认为不变.由此，我们#找方程 （1) 具有形式讯 
的解，邦中 Z 是其方向垂直于边界的坐标.我们有 


•- vdW !dx = ad (W^dW /dx) jdx, 



经过两次积分之后，由此求得 W 趋向于零的方式为 

W —\ x \ lh \ (3) 

其中 Id 是离受热区域边界的距离.这也证实了我们的 结论： 如果 n >0, 则 
受热区域存在一个边界，在边界以外〖 V 和 T 均为零.如果 n <0， 则方栉 （2) 
没有在有限距离上趋向于零的解.即在所有时刻，热都分布在整个空 N . 

问题 2. 设在问题1的介质中，初始时刻有热量集中在平面上，艿 
单位面积上的热量为 A 除此以外，处处有 T ^ O . 试确定以后各个时刻的温 
度分布. 

解： 在一维的情形下，问题1中的方程 （1) 为 




⑴ 


从我们能够利用的参数 P 和 a 以及变量; r 和 I 只能构成一个无量纲的组合 

|-a:/(g n a0 1/(2+n, ; (2) 

0和 a 的量纲分別为尔格/厘米 2 和（厘米 2 /秒） •（ 厘米 V 尔格) n . 因此，所求 
函数 WO , f ) 的形式必须是 

TF = ( CV «0 3/(2+ Tl 7( l ), (3) 

这里是无毚纲函数 《 f ( l ) 乘上一个量纲力尔格,/厘米 2 的量.以此代入方程 
⑴，给出 

这个常微分方程有一个茼单的满足问题条件的解，即 

f ( I ) = — i 1 )/( 2 J rn ) ’ (4) 

其中 Sd 是积分常数. 

当 w >0 时，这个公式给出平面 Z ± 々之 间区域中的温度分布 
对应于方程 S =±4), 在这个区域之外，灰= 0.由此得出，被加热区域随时 
间扩展的规律为 

々二 常数 X 

常数^由总热量不变的条件来确定： 
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由此我们有 


当 n ~ 


il 


q=-\ wdx^QV sa)d^ 

So 


(2-|-n) 1 + n 2 1 - n r n (~--^l/n 


n:r n/2 T 11 (1/n) 

••^<0 时，我们将解写成形式 


C5) 




f(i) 


V 


l2 (2 — v) 




Vv 


(7) 


这里，热分布在整个空间中，而在很大的距离上 TF 随而减小.这个解只 
适用于 v <2 的情形，当时，归一化积分 (5)( 现在积分区域扩展到土 CD ) 
发散，其物理意义是热立刻就被传导至无穷远处.当 v <2 时，式 （7) 中的常 
数 L 由 


€ 


_ 2(2 — v) 


v/2 


r 


1"-去) 


⑻ 


V 


r ^( i / v ) 


给出 • 


最后，当 n — 0时，我们有 | 0 ->2/ n /7, 由问题1中的公式（3)，以及此题 
的式 （1) 和式(4)，给出解为 


灰 =lim 


Q 


2 \/ jiat 


..~n 


x 2 \ l/n l Q 

^ t ) r ^ 7 ^ r cxp( ^ x2!Aat) 


它和公式 (51.5) —致 


§52. 有限介质中的导热 

在有限介质的导热问题中，初始温度分布不足以确定出唯一 
的解，还必须给定介质表面的边界条件. 

现在来研究半无限空间 O > o ) 中的导热问题，让我们从界面 
上保持某个恒定温度的情形开始，不妨把这个界面上的温度 
取 为零. 在初始时刻时，照例给定整个介质中的温度分布.于是 
边界条件和初始条件为 

在怎= 0上， T —0； 
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(52-1) 



当尤 = 0 及 x>0 T = T 0 (x, y, z). 

借助于下面的技巧，导热方程满足这些条件的解可以化成各 
个方向都是无限的介质中的解.我们想象介质充满着平面 z 二0 
的两边，当（二0及: r <0 时，温度分布给定为 一 T 。， 也就是在整个 

空间中，给定初始时刻的温度分布为^的奇 函数： 

T 0 ( — x,y，z) = —T Q (x，y，z). (52.2) 

根椐等式 (52. 2), 有 

Ty ， z) = — T e (0, z) = 0, 

即 3 自动满足必要的边界条件 (52.1)， 再根据对称性，显 

然对所有时刻《都满足这一条件， 

因此，问题化为求无限介质中方程 （50. 4) 的解，它具有满足式 
(52.2)的初始函数7。(^ 2 )，而没有边界条件.于是我们可以 
利用普遍公式 （51. 3). 现将 〆 的整个积分区域分成两个部 分：从 
一 oo 到0和从0到 + cx ). 利用关系式 （52. 2), 于是有 

丁 \°°T 乂 x’，y» 

O ( «?T H ) 一 OO J 一 DO J 0 

x {exp[ — (: r — 戈 ’) 2 /47,]— exp[ — (r 十 
X exp{—l(y — y , ) 2 + (z—z f y2/^^t}dx , dy , dz f 

(52. 3) 

这个公式给出了问题的解，因为它确定出整个介质(即所有 x >0 
处）的温度. 

如果初始温度分布只是^的函数，则公式 （52. 3) 变成 
价， t>) ^T7Ty7 == ^\ T o( x， ) ( ex P [- 

么 、/ Tt A/ l Q 

— expr — (^x 'x'^[AXt~Y) dx\ (52.4) 

作为一个例子，现在来研究这样的情形，除了在^=0之外，初 
始温度处处为一给定的常数.不失一般性，可取这个常 数为一 1. 
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平面 r 二 0 上的温度始终为零.将 ACr )= — 1代入式（52.4)，立 
即得到相应的解.式 (52. 4) 中的积分是两个积分之和，把每一个 
积分中的变量换成 

i= (x f —x)/2Vxt, 

则得的表达式为 

t 

T(x ， t) = ~y ( erf [ — J /2 V r /t\ — erf [ ar /2 V XQ), 

Lj 

其中函数 erfz 定义为 

erf^= —e — i2 d &， (52,5) 

x/ -T • ^ 

并称为误差函数（注意， erfoo 二 1). 因为 erf ( — 均二 一 erf \ r ， 我 
们最后有 

T(x,t) = - erf [>/2〜/刃]. (52. 6) 

图30中画出了函数 erfz 的曲线.在时间过程中，空间的温度分布 



变得越来越均勻.这个过程是以这样一种方式进行的，即任何给 
定的温度值按正比于 V 了的规律“移动”.显然，这个最后的结果 
是正确的. 因为所 讨论的问题只以一个参量为特征，这个参量即 
边界平面与其余空间之间的初始温度差 T 7 。； 在上面的讨论中，这 
个差值被任意地取为 1. 从我们所能利用的参数7。和/以及变 
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数丈和 i 中，只能构成一个无 ft 纲的组合，即因此所求的 
温度分布显然必须由形式为 T 二的函数给出. 

现在來研究介质界面是绝热的情形.也就是说在平面 Z 二0 
上没有热通 fl ， 所以必须有 dT/dx = o. 由此我们有如下的边界条 
件和初始 条件： 

当 ： r =：0 时，二0; ) 

> (52.7) 

当/二 0及: r >0 时 ， T = ) 

为了求解，我们按照前一个问题的办法来进行，即仍旧想象介质充 
满着平面工= 0的两边，这里初始温度对平面 : r = 0 是对称的.换 
句话说，现在假定 T 0 (x ， y, 幻是 o ; 的偶 函数： 

T 0 ( — x } y, z)-=T 0 (x, y,z). (52. 8) 

因此有 

dT 0 (x, y, z)/dx== —dT Q ( — x ， y ， z)/dx, 

以及 

在 ar = 0 时， dT 0 /9x~0. 

显然，稂据对称性，这些条件对所有的 时间/ 都将继续满足. 

重复以前给出的计算，但是用条件 （52. 8) 来代替条件(52.2)， 
得出问题有如下形式的通解 

T(x,y,z,t)= 8(jr “ 3 / 2 f-J_ J。 7 。 (”， X 

x {exp [— O ’一 j) 2 /4Z《] +exp[ — 0’ + ； r) 2 /4/《]} x 
x exp( — [(〆 一 y) 2 + — z) 2 ~] / AX t} dx f dy r dz f . 

(52.9) 

如果 A 只是 z 的函数，于是 
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+ exp[ — (^ / ~V x) 1 1 A% ty) (Lx 1 (52. 10) 

现在再来研究另一种类型边界条件的问题，也能将导热方程解成 
通解形式.设热通量(给定的时间函数）通过界面$二0进入介质， 
其边界条件和初始条件为 


在 z = 0 时 ， —KdTldx = q(t) 
当 Z — oo, ； r>0 时， T 7 二 0 ， 


(52. 11) 


其中？ G ) 是给定的函数. 

我们先来解一个辅助问题，其中 ^(0-^(0. 很容易看出，这 
个问题实际上等价于在无限大介质中从点源发出的热传播问题， 
该点源产生出给定的热量.这是因为 X -0 的边界条件 一 WT/M 


S ( tx 它在物理上意味着在《= 0时通过平面 


0上每一单位 


面积流入单位热量.而在条件为1 
中，则表示当时刻 i = 0 时，有热量 


0时 T — 23( x )/ pcp 的问题 


pCpTdx = 2 

集中在该面积上， 然后其中一半沿^ 正向传播，另一半则沿^负向 
传播.所以很清楚，这两个问题的解是一样的.因此根据式 (51. 5)， 

我们求得 


kT(x ， t) =、/X/ nt exp( —a; 2 /4^0» 

因为方程是线性的，不同时刻流入热量的影响可以简单地叠 
加，于是在条件 （52. 11) 下，要求的导热方程的通解为 




% 


(t-r) 


q ( r ) exp x 2 / 4 X (t — 


( 52 . 12 ) 


特别是，平面 ^ = 0 上温度的变化规律为 


kT( 0, t) 


X 


. • — • — 

N jr(t-r) 


Q(r)dt 


(52.13) 


利用这些结果，立即可以得到另一个问题的解，其中在平面 
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^ 二 0 上温度 T 是给 定的》 的 函数： 

当怎二0时， T 二 T 0 ⑴; 

当 t 二 ~ oo ， x>Q 时， T 二 0. (52. 14) 

为此我们指出，如果某个函数 T ( x ， G 满足导热方程，则它的导数 
dT / dx 也满足该方程.将式 (52. 12) 对^微分，我们得到 



dT(x ， t) 
dx 


^( r ) 

2 V [^( T -^ r )'] 


exp [ — x 2 /4 X(f — r )] dr . 


这个函数满足导热方程，同时（根据式 (52. 11)) 在^二0时，其值为 
q ( t ). 于是它给出具有条件 （52. 14) 的问题所要求的解.以 T { x , t ) 
代替一并以 T / t ) 代替 q ( t \ 我们就得到 


T { x,ty 


X 


2^/(jrX)i 


< T ( r ) 

^ t ^ r yn I AX {t - r)^dr t 


(52.15) 

经过简单的计算，求出通过界面2 = 0的热通量 q 一 KdTjdx 为 


分⑴= 


k f 1 dT 0 ( r ) 


dr 


dr 

\/ (t — T ) 


(52.16) 


这个公式是式 （52. 13) 的反演. 

对于在界面$二0上温度是时间的某个周期函数的这类重要 
问题，即在 z = 0 时有 T = T 0 e ~^\ 很容易得出它的解.很清楚，整 
个空间的温度分布也一定是通过因子 e 一 而依赖于时间的.因 
为一维导热方程与方程 （24. 3) 在形式上相同，而方程 (24. 3) 确定 
了振动平面上部粘性流体的运动；由式 (24. 4) 类推，我们立即可以 
写出所要求的温度分布， 

T=T 0 Qxpl — x^/(co/2X)2^xp{ilxV(co/2X)~cot^},- 

(52.17) 

我们看到，界面上温度的起伏以热波的形式向外传播，这种热波很 
快地在介质内部衰减掉. 
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.U $ 热 H 题足：在非均匀加热的仃限物体中,物体表而上 
保持给定的条件，研究其温度均勻化的速度. 为了用 一般的方法 
来求解这个问题，我们寻求导热方程具有 V 形 
式的解，其中 A 是常数.对于函数7\，我们有方程 

mu (52.18) 

在给定的边界条件下，这个方程只有对某些特定的1，即方 
程的本征值，才有非零解. 

所有本征值都是实数，而且是正的，同时对应的函数 T n ( x , y , 
2 ) 构成了完备的正交函数系.函数给出初始时刻的温 
度分布，将它展成函数的级数，则 

T oh y ， z) = 2ct/T Ti (^x ， y ， z) ， 

我们得到所求的解的形式为 

T(x ， y ， z ， 0^2c /t T,(x, y, z)exp( —(52.19) 

温度均匀化的速率显然由相应于最小夂的项决定，这个最小 
的4可记作“均勻化时间”可以定义为 r = 1/ A . 


问 题 

问题 1 . 设球面上（半径为丑）温度是一个已给定的时间的函数 A ( f ), 
试确定球面周围的温度分布. 

解： 在中心对称的温度分布的条件下，导热方程在球坐标中可写为 
dT / dt -=( X / r ) dHrT )/ 9 r \ 将 rTOO =尸 0 , 《) 代入，并且将其简化为 
9 F / 9 t ^= X 9 2 F / 9 r \ 这就是通常的一维导热方程.于是，根据式 （ 52 . 15 ), 立 
即可以找到所求的解，它是 

r(r ， 0= 器潘 L ^^ exp [- (r - 卵 / “- t)] 办 • 

问题 2 . 与问题 1 相同，但是将球面上温度改为 T 0 e _ 

解：类似于式 （ 52 . 17 )，我们得到 

r—SToexp ( 一 icot) {R/t) exp[ 一 (1 一 i) (r~^) (o/ ZX) 3* 

/ 
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问题 3. 设边长为 a 的立方体，其表面条件为：（幻保持温度 (6) 
是绝热面.试确定温度均勻化的时间. 

解： 在情形 ( a ) 中，2的最小值由方程 （52. 的下述解给出，即 

T 7 ! — sin (jvx/ a) sin (^ty/a) sin (jrz/a) 

(坐标原点取在立方体的一个角上），这时 rsl / AiZflVSTr 2 及在情形 （6) 
中，我们有 L = cos ( n / a ) (或者是夕或2的同一函数），此时 r = y / jr 2 ； r . 
问理4_ 与问题3相同，但是将立方体改成半径为丑的球. 

解： 义的最小值由方程( 5 2. 18) 的中心对称解 T 7 !^ (1/ r ) sinkr 给出.对 
于情形 ( a ) ，则 T = = i 2//7 T 2 ， 对于情形 （6)， 々是方程伙= 
tgkR 的最小非零根，由此我们求得 fc /2 = 4.493, 则 r = 0,050« 2 /^ 

§ 53. 传热的相似律 

流体中的传热过程比固体中更为复杂，冈为流体还可以有运 
动.一个热物体浸没在运动的流体中，比浸没在静止流体中的冷却 
要快得多，因为在静止流体中，只由导热来实现传热.我们把非均 
勻加热流体的运动称为 对流. 

我们将假定流体中的温度差是如此之小，以致可以假设流体 
的物理性质与温度 无关； 同时,这一温度差又是如此之大，以致与 
它们相比，由内摩檫能量耗散产生的热所引起的温度改变仍可以 
忽略不计（见§ 5 5 ).于是，方程( 5 0. 2 )中的粘性项略去之后剩下 

9 T /9 t \ (53. 1) 

其中 X = 是导温系数.这个方程，加上纳维-斯托克斯方程 

和连续方程，足以确定所讨论条件下的 对流. 

在下面的讨论中，我们的兴趣只限于定常的对流流动①.于 
是所有的时间导数均为零，从而可得出下列基本 方程: 

（ 53.2) 


①为了使对流保持定常，严格地说，与流体接触的那些固体内必须有热源，以保 
持这些固体处于恒温状态， • 
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( x ). y ) x )= — V (?/ p ) fvAw ， V . x ; = 0 (53.3) 

这个方程组只包含两个不变的参数 v 和 Z ， 方程组中未知函数为 
和 WP . 此外，方程组的解还通过边界条件而侬赖于特征长 
度〗、速度 " 和温度差 A — T 2 . 其中前两个量由问题中出现的物 
体线度和主流速度给定，而第三个量则由流体与这些物体之间的 
温度差给定. 

当我们把可利用的参数组合成无量纲量时，首先就是要给出 
温度的量纲.为了解决这个问题，应该看到温度是由方程 (53. 2) 
确定的，这是 T 的线性齐次方程.因此，将温度乘上任何常数仍旧 
满足该方程.换句话说，温度量度的单位可以任意选取.由于温 
度可以作这种变换，所以允许赋予温度本身某个特有的量纲，而和 
其他量的 S 纲无关.我们可以用通常的温度单位“度”來测量它. 

因此，上述条件下的对流可用五个参数来表征，它们的量纲是 
[ v ] 二[幻。厘米 2 /秒， [ c /] 二厘米/秒，— 

由这些参数，我们可以构成两个独立的无量纲组合.它们可以是 
雷诺数 R ^ Uljv 和定义为 

P^vjt (53.4) 

的普朗 特数. 任何其它的无量纲组合都可以用丑和尸来表示 
普朗特数只是物性常数，而与流动的性质无关.对于各种气 
体.它总是1的量级.液体的 / M 直变化较大.对于非常粘滞的液 
体,它可以非常大.下面是各种物质在 20° C 时的/ >值： 

空气 0.733 

水 6.75 

酒精 16.6 

甘油 7250 


①有时 Sk 用庇克里 ( P 6 ciet ) 数，它定义为 VHX ^ RP . 
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水银 0.044 

象§19那样，我们现在可以作出结论，在（上述类型的）定常 
对流中，温度和速度分布具冇下述形式: 


玲:0 




(53. 5) 


确定温度分布的无贵纲函数同时依赖于两个参数及和及但是， 
因为速度分布由方程 (53. 3) 确定，此方程不包含导热系数，所以它 
只依赖于反由此，如果两个对流流动的雷诺数和普朗特数相同， 
則它们是相似流动. 

固体与流体之间的传热，通常用传热系数《来表征， a 定义 


为 


(53. 6) 

其中2是通过界面的热通量密度，而 T . - To 是固体和流体之间的 
待征温差.如果已知流体中的温度分布，则通过计算流体边界上 
的热通量密度 《二 一 导数是沿界面法向取的)，很容易求 
得传热系数. 

传热系数不是无量纲量.表征传热的无量纲量是所谓的努塞 
尔 （ Nusselt ) 数①： 

N-~=cU/k, (53.7) 

根据相似性分析，对于任何给定类型的对流，努塞尔数只是雷诺数 

和普朗特数的确定函数，即 

N = f(R ， P). (53.8) 

在雷诺数足够小的对流中，这个函数非常简单.这种情形相 
当于速度很小的情形，因此在一级近似中，可以忽略方程 (53. 2) 中 
的速度项.所以温度分布由方程 AT 二0 (即通常的在静止介质中 
的定常导热方程）来确定.因此，传热系数既不依赖于速度，也不 


①也常常采用无量纲的“传热数”，它定义为 K h ^ a / pc P U ^ N / BP . 
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依赖干粘性系数，于是就必定有 

常数. (53. 9) 

在计算该常数时，可以假定流体是静止的. 



设流体沿圆截面管道作泊肃叶流动，且管壁上的温度沿管长线性变化， 
试确定流体中的温度分布. 

解： 在管道的每一横截面上，流动条件相同，所以我们可以找到温度分 
布具有的形式，其中是管壁的温度.我们采用极坐标，共 
2 軸沿着管軸.由式 （17. 9)，我们符速度为 v z =^v = 2 v m (l — r 2 / R 2 ), 其中 
是平均速度.代人式 (53. 2), 求得 



在 r = 0 时/为有限值，在 r = RU f =0, 所以这方程的解为 


热通量密度为 



Q. — K [3Z 7 /~ pc p V,n^^9 

它与导热系数无关. 


§ 54. 边界层内的传热 

在雷诺数非常大时，流体中的温度分布显示出与速度分布相 
类似的 性质. 非常大的丑值等价于非常小的粘性系数.但是因为 
数户=^//并不小，所以必须假定导温系数;^也象 V —样很小. 
这与下述事实相当，即在足够高的速度下，流体可以近似地看作是 
理想流体，而在理想流体中，内摩擦和导温两者都不存在. 

但是在边界层中必须再次放弃这种理想流体观点，因为它既 
不能满足无滑移边界条件，也不能满足等温边界 条件. 所以在边 

界层中，同时发生速度迅速地减小以及流体温度迅速地改变到等 

- 254 - 

% 




于固®温度的情况.边界层就是以同时出现很大的速度梯度和温 
度梯度为其特征. 

很容易了解,在绕加热物体的流动中（在 及很大 时)，流体的加 
热几乎完全发生在尾迹中，而在尾迹的外面，流体温度没有变化. 
因为当$很大时，主流中的导热过程是不重要的，所以只有在边界 
层内经过加热的流体所能达到的区域中，温度才会变化.但我们 
知道（见§ 34)，来自边界层的流线只有在分离之后进入主流，即在 
分离线之后，流线进入湍流尾迹区.但是流线完全不能从尾迹出 
来.于是绕加热物体表面在边界层内流动的流体完全进入了尾迹 
区，并且一直留在尾迹中.由此可见，热是分布在整个涡量不为零 
的区域中. 

在湍流区本身，出现很可观的热交换，这是由于流体激烈的混 
合所引起的，这种激烈的混合是所冇湍流流动的特征.这种传热 
机制可以称为漓流 导热， 它以系数心来表征，就象我们在§ 31中 
引入湍流粘性系数仏一样.使用定义％的（31.2)式同样的公 
式，湍流导温系 数在量 级上可定义为 t 儀〜 

因此，层流流动和湍流流动中的传热过程有着根本的差别.在 
粘性系数和导热系数都非常小的极限情形下，层流流动没有传热 
过程，因此在空间的每一点上，流体的温度不变.但是在湍流流动 
中，即使在同样的极限情形下，传热也要发生，而且在流动的各个 
部分内温度迅速地均勻化. 

必须指出，当我们谈到湍流运动中的流体温度时，我们总是指 
流体温度对时间的平均值.空间任何一点上的实际温度都经历着 
随时间非常不规则的变化，完全类似干速度的情况. 

让我们从研究层流边界层中的传热幵始.这时运动方程 
(39. 10) 保持其形式不变.现在必须对方程 （53. 2〉作类似的简化. 
由于所有的量与坐标2无关，方程直接写出为 



?T t dT — v /d 2 T , d 2 T\ 

在上式右边，导数 公 Tldx 1 与 d 2 T!dy z 相比可以略去，而剩下 


2T , 9T V 9 2 T 心 n 

() 

将上式与方程 （39. 10) 中的第一个方程作比较，我们看出，如 
果普朗特数是1的量级，则在速度〜减小同时温度 T 变化的这一 
流体层中，其厚度的量级3还是由§ 39得到的公式给出，即它将 


反比于热通景？ 


KdT/dx 在量级上等于 


因此我们得出结论，《以及由此得出的努塞尔数均正比于.但 
是 W 对 P 的依赖关系还没有确定.所以我们有 


(54.2) 

由此具体得出，传热系数 a 反比于物体线度〖的平方根. 

现在我们再来研究湍流边界层中的传热问题.像在§42中一 
样，最方便的是研究沿无限平板的平面平行湍流.采用求速度梯 
度 dujdp 时所作的量纲分析方法，可以定出上述平面平行湍流中 
的横向温度梯度 dTjdy , 我们用9表示由温度梯度引起的沿夕轴 
的热通量密度.这个通量与动量通量^一样，是个常数 (与 y 无 
关)，而且这个通量也同样可以作为一个确定流动性质的已给参 
数.此外，作为参数的还有密度 P 和单位质量的比热我们用心 
来代替^作为参数 . ？和的量纲分别为尔格/厘米 2 秒=克/秒 3 
和尔格/克*度=厘米 2 /秒 2 •度.当及足够大时， 37 V 办中可以不 
显含粘性系数和导热系数. 

在§53中已经谈到，因为方程对于温度的齐次性，所以温度 
可以改变任一倍数而不违反该方程.但是，当温度这样改变时，热 
通量也必须改 变同一 倍数.因此2和 T 7 必须成正比. 从 g 、 v *、 p 、 
c , 和#出发，我们只能构成一个正比于9而且具有量纲为度/厘米 
的 S ， 即由此，我们必定有 dTJdy = Pqlbpc F v^y, 其中 
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0 是数字常数，它必须由实验来加以确定①.于是 

T 二 （ fiq / bpc P v *)(\ ny J r c ). (54.3) 

因此和速度一样，温度按对数的关系变化.这里出现的积分常数 
c •，像导出公式 (42. 7) 时一样，必须由粘性底层的条件来确定.在 
给定点上的流体和壁面(我们任意地取其温度为零）之间的温度差 
由两部分组成，即由穿过湍流层的温度改变量和穿过粘性底层的 
温度改变 it 组成.对数律 (54. 3) 仅由前者 确定. 因此，如果将式 
(54. 3) 写成如下 形式： 

T 二 (抑 /6 PC #*) [In (抑*>+常数]， 

其中对数的〔!变量有一因子等于厚度心，于是该常数（乘上前面 
的系数)必定是穿过粘性底层的温度改变 S. 当然，这一改变量也 
依赖 i 1 r fwx . 因为该常数是无 S 纲的，它必须足 P 的某个函数, 
而尸 S 盤 v、Z、p、〜 和〜的唯一的无量纲组合（因为 T 必须正比 
P 2 ,而？已出现在系数中，所以在这里不再出现了）.于是求得 
温度分布为 

T -={ Pqlbpc P v ^)[\ n { yv^lv (54. 4) 

利用这个公式，我们可以计算管道流动、沿平板流动等等的湍流传 
热，在这里就不作这种计算了. 

问 题 

问题当 P 和丑很大时，试确定层流边界层中努塞尔数对普朗特数侬 
赖关系的极限形式. 

解：当尸 很大时，温度变化层的厚度 & 远小于 速度匕 减小层的厚度& 

①这里的&是出现在对数速度剖面式 （42. 4) 中的常数.根据这样的定义，0是 
比值端，其中 v 瑞和；黾 ？ ：一 pc P % rfr / d ^ 热 cy = pv m duldy 中的系数.在管道 
流动和沿平而的流动中，可同时测定速度剖 |「 n ’ 和温度 n ! j 而，据此可求得/?约为 0.7 .必 
须指出，在加热物沐后面的湍流尾迹中作类似的测贷,"1以得出 D 山湍流中的比值^ 
//湍约为0.5， 
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可以称为温度边界层的厚度.对方程 （54. 1) 中各项进行量级沾计，可以得 
出的量级.在2/ = 0到 y 〜 b f 的距离内，温度的改变量是流体和固体之间 
总的温度差 T - T 0 的 S 级，而速度在这个距离丄的改变量是 Ud r /S 的量级 
(因为总的速度改变量（量级为 C /) 发生在距离3上）.于是当 r - Y 时，方程 
(54. 1) 中各项在量级上冇 

xd ir ridf 〜 ) aT—T\) id' 

和 

v x 9 T /9 x ^ Vd ， ( T -~ T 0 )/ IS . 

如果这两个表达式同一量级，我们有〜;将3〜！/\/万代入，则得 
到 

〜2/把 /2 尸 1/3 〜以尸 1/3 . 

因此当 p 很大时，温度边界层厚度与速度边界层厚度之比按反比于 p 的立方 
根的规律减小. 

热通量 r 。） A 3', 于是得出所求的传热的极限定律 

为① 

>A 

iv 二常数 x /? 1/2 尸 1/3 . 

问题 2. 设温度具有对数分布规律 (54.4). 当 P 很火时，试确定函数 
f(P) 的极限形式. 

解. • 根据§ 4 2中的讨论，粘性底层中的横向速度为的麗级， 
湍流尺度是 f /%的量级.于是湍流导温系数；^的量级为 

(某屮我们巳经利用了关系式 (42.5)). 所以在？ / = %广 1/4 的距离上，心的 
值与通常的导温系数相当.因为知随夕增加得非常快.站然 fr : 坫性成殷屮, 
绝太部分温度变化发生在离壁面为仏的距离上，并且可以假定它正比于％, 
即在量级上具有 

<m !k 〜 qyji<P lU 〜 qpwjp CpV 心 

①对于实际上求得的各导温系数的值，普朗特数达不到使这个极限定律成立的 
值. 但是，这样的定律可以应用到对流扩散中去，对流扩散满足与对流传热相同的方 
程，但是要用溶质的浓度来代替温度，并用溶质通量来代替热通量，而“扩散普朗特数’’ 
定义为 Pd = v / D , 其中 D 是扩散系数.例如，对干水溶液和类似的液体， jPx ) 可达10 3 的 
1： 级； 而对于非常粘滞的溶剂，是 10* 的量级 ，或者还要髙. 
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唁公式 （5/1. 4) 作比较，我 们羽出 函数 f ( P ) 泛 P s “ 乘上一个常数 ' 

问题 3. 在非均勻加热的湍动流体中，试确定在远小于湍流外尺度的趴 
离义内的温度差 T〆 奥布霍夫， A. M. OoyxoB, 1949). 

解:在非均匀加热的湍动流体中，温度均匀化的过程类似千机械能的耗 
妝.尺度 A》；U 的湍流涡（这里；I。是湍流的内尺度)，由亍不同温度的流体 
质点的纯机械混合，导致温度的均匀化.另一方面，在尺度 A 〜的区域中, 
相当大的实陈温度梯度却是依赖于耗散性的导热而使其均勻化. 

导热产生的耗散（熵增加）由来确定[见式 (49. 6)]. 假定 
温度的湍流涨落比较小，我们可以用一常数（平均温度的平方）来代替分母中 
的根据§ 32中所述的方法（见该节第-条脚注)，写出 

z 3 (r A /A) 2 = 常数. 

将 AM 〜 mA 〜 A 仏，〜〜0幻 1/2 代入「见式 （32. 1)]，求得所需的关系式为 


T ^ k u \ 

因此当 A»A 0 时，温度的涨落像速变的涨落一样，是正比于距离的立方根. 
佴是在距离时，根据和速度同样的分析，温度差只正比于 A. 

问题 4. 在非均勻加热的湍流流动中，试导出局部关联函数 
B tt ^( T ^ T { )\ B , TT ={ v li - v xi )( T 2 ~ T l ) 1 
之间的关系（雅格龙， A.M. 只 mom ，1949). 

解： 本题的计算与推导公式 (33. 类似.根据方程组 


可求得 


d ^-W 

dt 




Jl ( 沉 ) 一 2^- (^1\tT) + 2^A 

在左边令 r==f 2 — 同时在右边利用流动的均勻性和各向同性，我们用关联 
函数来表示平均值，即有 


dt 1 


2 dx u 


^iTT — 乂 


①、由于有术等式在沿温度边界层的厚度方向对方程 (54, 1) 积分时，只需 
取流体速度分羞对 y 的幂级数展开中的第 一项. 这样一来,在不同的持殊情形下•这 
个公式中常数的计算就变得容易了.在各种的特殊情形下对流扩散的计算可査 阅:艮 
r* 0u3U%o-xummecKaH rudpoduuaMUKa ， H3JI ； .XH9CCCP, 1952. 
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? J!U B iTT ~ 并将其变成对 r 的导数以 mw 对 r 积分，则得出所需的 

关系式为 

4 

B r TT ~ ^XdB^q* I d,T ~ — -—?* (pj 

9 

其中 

冷三 一 9( 和 ） /W = -9(T-T) 2 /9t. 

利用问题3的结果，于是求得当 r》H B rTT ^~ T ^ 而当时，则科 

y 

B TT ^ r 2 ( j )/ 9 X 9 


§55. 运动流体中物体的加热 


浸入静止流体中的温度计所指示的温度等于流体的温度.但 
是如果流体是运动的，则温度计所指示的温度要稍髙于流体的温 
度，其原因是内摩擦加热了停滞在温度计表面上的流体. 

一般 ft 的问题可以这样 提出： 在运动流体中浸入一任意形状 
的物体，经过足够长的时间以后达到了热平衡，现在需要确定出 
存在于物体与流体之间的温度差. 

这个问题的解由方程 (50. 2) 给出，但是，现在不能像我们对方 
程 (53. 1) 所做的那样，略去其中包含粘性系数的项，因为正是这些 
项反映出这里所要讨论的效应.于是对于定常状态的情形，我们 
有 






(55.1) 


这里还必须补充流体本身的运动方程组，同时严格地说，还要加上 
物体内的导热方程.在物体导热系数足够小的极限情况下，可以 
略去物体内的导热，而假定物体表面上任何一点的温度就等于该 
点流体的温度，而流体的温度则通过在边界条件 9 T / dn ^0 (即没 
有热通量通过物体表面的条件)下解方程 （55.1) 求得.在相反的 
极限情况下，即物体如有足够大的导热系数，则我们就可以利用物 
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体表面上各点温度相同的近似条件.此时整个表面上的^^以一 
般并不为零，只是要求通过物体表面的总热通量（即 dT/dn 在整个 
表面上的积分）必须为審.在这两种极限情况下，物体的导热系数 
都不显含在问题的解中.在下面的讨论中，我们总是假定其中必 
有一种极限条件成立①. 

方程 （ S 5. 1) 和 （ S 5. 3 )包含常数参数和 c ,， 而方程的解中 
还包含物体的线度 r 和来流速度（现在温度差 Tr - A 不是一 
个任意参数，而是它本身必须通过解该方程组来确定 .） 从这些参 
数可以组成两个独立的无量纲量，我们取它们为和/\于是可 
以推断，所求的温度差 T - T 0 等于某个具有温度量纲的量（我们 
取其为 C / G ) 乘上一个及和 P 的函数 ， BP 

^i~~T 0 ^(U 2 /c P )f(R,P) m ( 55 . 2 ) 

当雷诺数非常小时，即当速度 C 7 足够小时，这个函数的形式很 
容易确定.在这种情形下，方程 （ 5 5 . 1 ) 中的 r 项远小于 

/ AT ，所以该方程变成 


XAT^ - 





( 55 . 3 ) 


在^量级的距离上，温度和速度将发生显著的变化.因此对方程 
两边作量级估计，可得出 


或 


^(T r -T 0 )/l 2 ^vU 2 /c P l\ 


于是可以断定，当丑很 小时奋 

A —' 二常数 xP " 2 /〜， (55.4) 


①对于加热圆盘在粘性流体屮的旋转问题，基别里 (II. A. KuCe.ib) 已经得出了 
精确解， 类似于§2 3 中在常温情形下的解，见 II. A. Kn<5e：，L, II pm . M_ m . h Mei. ll, 

611, 1947. 
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其中数值常数依赖 T 物体的形状.应改指出，温度差正比于速度 
的平方. 

在相反的#很大的极限情形下，这时速度和温度只在很薄的 
边界层中变化，我们可以得出关于式 (55. 2) 中函数/(戶，丑)形式的 
若干一般性结论.设 <5和 ( T 分别是速度和温度变化层的厚度，6 
和& 相差一个依赖于 P 的倍数.由于流体的粘性,边界层单位面 

积上在单位时间内放出的热量等于在边界层厚 

度上的积分（见式 （16. 3)). 这个积分的量级为 

vp(U 2 /S 2 )S ^ vpU z /S. 

当然，同样的热量必定耗散在物体上，于是这一热量等于热通量 

q 二 - KdTjdn^ Xc f p{T x -T^)I6\ 

比较这两个表达式，我们求得 

T-T 0 = (U 2 /c P )f(P). (55.5) 

因此，在这种情形下，函数/与无关，但是它对 P 的依赖关系仍 
然还没有确定. 


问 题 


问题 1. 在圆截面的管道中流体作泊肃叶流动，设管壁上保持着恒温 A ， 
试求流体中的温度分布. 

解：在柱坐标中 （ 2轴沿管道轴线)，我们有 


v z = v = 2v m ll — (r/R) 2 2, 

其中、是平均流速.代入方程 （55.3) 得 



考虑到温度在 r ==0 时应有限，在 r = 时等于 T 。， 则#解为 


0 j\ 



问题 2. 设流体绕同体球流动的雷诺数很小，并且假定球的导热系数很 


♦ 262 ♦ 



大，试求球和流体之间的温度羞. 

解： 我们选用球坐标 r，6»， 0,其原点位于球心，极轴沿来流的速度方向. 
借助公式 (15.17) 和 （20.9) 计算出张量 + 的分最，得方程 

(55.3) 在球坐标中的形式为 


9 


r z dr\J 9r r z sin6 90\ 


2 


9T 


)+ 


If 


sin 9 


9 T 

^ d 9 



(Rfr ) 4 [cos 2 0 {3 - 6 (iJ/ r ) 2 + 2 (fl/ r) + (R/r) 4 ] f 

其中我们求形式为 r^i^TOcosW + srO) 的 T(r，0), 在分离 

出依赖于 0 的部分之后，得出关于/和9的两个方程： 

r 2 f , + 2rf-6/=-/l[3(i2/r) 2 -6(i2/r)^2Wr) a ], 

r l g ,r •\~2rg , +2f ~ —A(R/r) 9 . 

从第一个方程得出 

f-A [|(i2/r) 2 + (R/r) •]+ 


因为常数 Xf 形式的项在无穷远处不为零,所以将它略去了.再由第二个方 
程给出 

g ^- Y A [ Y ( R / r ) H Y ( R /7)4 ^ h (R/r)<r 

—~ c 1 (^/ r )* + c 2 i?/r + c *. 

o 

常数以、0 2 、以根据下列条件来确定，即 

当 7* = 及时， 7 7 =常数和]97 7 /々）沪3!11犯6 | ==0| 

当 r = oo 时， T=IV 

上述第一个条件等价于 

当『 = 丑时， /( 用 =0 和 〆 (72) ++f (/?)=()• 

o 


因此 ^ = -5^/3, Cx-2^/3, Cs=To. 并求得 Ta-T(fi) 和 T。 之间的溫度差为 

Ti ~ Tq — 5 u 2 P / Sc P9 

可以指出，所得到的温度分布实际上满足条件： 

当 y = 时， 9 T / 9 r =^ 0 , 即 f (丑）=/(/2) =()• 

所以它也是导热系数很小的球的同一问题的解. 
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§56. 自由对流 

在 § 3 中我们已经知道，如果流体在重力场中处于力学平衡, 
_其温度分布只能取决于髙度3，即7二 TO ). 如果温度分布不 
满足这个条件，它还是其他坐标的函数，那么在流体中的力学平衡 
&不可能的.不仅如此，叩使有 T 7 二 TU )， 如果沿铅垂线的温度 
梯度方向向下，其火小超过一定的数值（§4)，则力学平衡仍旧是不 
可能的 . 

力学平衡的破坏会引起流体内部环流的出现，它促使流体混 
合并进而使各点的温度相同.重力场中流体的这种运动称为自由 
对流. 

现在来导出描写这种对流的方程组.我们假定流体是不可压 
缩的,也就是说，在整个流体中假定压力的变化足够小，以致由压 
力变化所引起的密度变化可以忽略不计.例如在大气中，其压力 
随髙度而变化，上述假定的含义就是我们不去研究很髙的气柱.因 
为在这样的气柱中，密度在整个气柱高度上有显著的变化.由流 
体的非均勻加热引起的密度变化，当然是不能忽略的，而且正是由 
于它才产生了引起对流的力. 

我们把可变的温度 T(x ， y,z ， t) 写成 T^T 0 -\ r 的形式，其 

中 A 是某个不变的平均温度，它作为计算改变量的起点.我 
们 将假定 f 远小干2%. 

将流体的密度也写成 P = P Q + P ' 的形式，其中 P 。 是常数 .H 
为温度的改变量 V 很小，所以由它引起的密度的改变量也很小， 
于是可以写出 

= = (56. 1) 

这里的# 二一 （ i / p )? p / ar 是流体的热膨胀 系数. 

在压力 卜-，十# 中，凡不是常数，它是当温度和密度为常数 
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并且分别为。和 Po 时，对应于力学平衡状态的压力.它按流体 
静力学方程 

h = p G g.r + 常数 (50.2) 

随高度而变化. 

我们从变换纳维-斯托克斯方程开始.在重力场中，纳维-斯 
托克斯方程的形式为 

^^( c V^)^=~^!p)VP J rvA c V + g\ 

at 

这是在方程 （15. 7) 的右边加上了单位质量流体的重力 g 得到的. 
现在将 ？ = h 十/, PUP ’ 代入，并保留到一阶小量，可得 

W I ▽尸0/^ 

— 2 ^ P ， 

P Po Po Po 
或者再将式 (56.1) 和式 (56. 2) 代入得 

P Po 

将上式代入纳维-斯托克斯方程，最终得到 

dvjdt + (幻 — ( l / p ) VP rv /^ JV — pT ' g , (56. 3) 

其中已将 P 。 的下标去掉了.可以证明，在导热方程 (50. 2) 中，自 
由对流时的粘性项远小于其它各项，因此可以忽略不计.于是 
得到 

dT r Idt -}- Qv ^\ j ) r=-X AT r . (56. 4) 

方程 （56. 3) 和 (56. 4) 加上连续方程 V •幻二0,组成了描述自由对流 
的完备方程组. 

对于定常流动，对流方程组变成 

— (1/ p ) VP f ~ + (56. 5) 

(< v ^) T '-^ XAT , , (56.6) 

V . v 0. (56. 7) 

关于未知函数％ p 7 pW 的这五个方程包含着三个参数 v , / 

o Z65 < 




和 Pi 此外，方程组的解还一定包含特征长度丨和固体与远处流 
体之间的温度 差兀一 2 V 由于没有外力引起的流动，而整个流体 
的运动是由非均匀加热引起的，所以这里没有特征速度. 

因此，在重力场中的定常自由对流由五个参数表征,它们具有 
下列的 量纲： 

[/] = [ V ]=厘米 2 /秒， Frr 。] = 度， 

[ c = 厘米，[办]=厘米/秒 2 •度. 

由这些参数可以构成两个独立的无量纲量，我们取其为普朗特数 

P — v/X 

和格拉肖夫 （ Grashof ) 数 

G = /3gl i (T l --T 0 )/v\ (56.8) 

所以，自由对流的相似律为 

(v/l)f(r/l } G), T= (m)/(r "， 戶 ，⑺. (56. 9) 

即如果两个流动的普朗特数和格拉肖夫数相同，则这两个流动 

相似. 

由于重力引起的对流传热还由努塞尔数表征，努塞尔数现在 
只是 P 和 G 的 函数： 

N=^f(P, G). (56. 10) 

格 拉肖夫数的值是对流的一个重要特征量.当 G 足够小时， 
在流体的传热中自由对流是不重要的，此时传热主要是由通常的 
导热所引起的. 

对流流动可以是层流流动也可以是湍流流动.自由对流没有 
雷诺数（因为它没有特征速度参数)，而由格拉肖夫数来决定湍流 
的开始，即当 G 很大时，就变成湍流对流. 

作为一个非常奇特的对流情形，要算是这样的流动,它发生在 
两块温度不同的无限大的水平平板之间的流体中，下平板的温度 
(7 2 )大于上平扳的温度 ( R ). 如果温度差 A 很小,则流体仍 
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旧处于静止，并且只有纯粹的异热，则流体的温度和密度只是铅垂 
坐标的函数，密度向上增加.但是，如果温度差 T t - T x 超过某个临 
界值(它取决于平板之间的距离 Z )，上述状态就变成不稳定的了， 
于是出现了定常对流.在理论上可以确定出不稳定性开始的条件 

(见问题 5). 温度差的临界值作为一个因子出现在以下的乘积中， 

GP = figl \ T 2 - T l )/ vX . (56. 11) 

在两个恒温固体平板之间的流体层中，如果 GP >1710, 则对流必 
定发生.如果上表面是自由面，但是仍旧维持恒温，则 GP >1100 
时就出现对流①. 

这里出现的对流是有它自己的特点的.因为流体在水平面上 
是无界的，显然流动在该平面内必须是周期性的.换句话说，两个 
边界平面之间的空间必然被分割成许许多多的正棱柱体，在每一 
个正棱柱体中，流体以同样的方式运动.这些正棱柱体的水平截 
面在该水平面内组成网格.在理论上要确定这些网格的性质是非 
常困难的，但是实验结果似乎表明存在着六边形的图案.因此，对 
流由一个个六角形棱柱体的单元组成，在柱体中间的流体向上运 
动， 而在边上的流体向下运动，或者两者的流向正好反过来. 

当 G 的值非常大时，定常对流又变成不稳定的，在 G 〜 
50,000时，揣流开始建立. 

作为不稳定性的另一个类似情况，应提到在铅垂圆柱形管道 
中 对流的例子，其中沿管轴保持有恒定的温度梯度.这里也有一 
个乘积的临界值，超过它，流体的静止状态将是不稳定的，见 
<问题6》. 

①如果 Z 足够大 ，这 些条件（对于给定的溫度差 T : 一7\)总是满足的.为了避免 
误解，应该说明我们在这里指的是这样的 Z 值，在这个距离上由重力作用引起的流体 
密 度变化是不重要的.因此，上述判据不能用于很高的气柱.如果 遇到这 种情形，我 
们应当采用§ 4导出的判据.从那里可知，对于任何髙度的气柱，如果温度梯度足够 
小，对流不一定出现. 
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题 


问题 1. 设在铅垂平板上出现 il 由对流，假定只在紧贴干乎板表面的薄 
边界层中速度和温度差 = T —r。 （其中 T 7 。 是无穷远处流体的温度）才明 
显地异于零.试确定自由对流的努塞尔数[波尔豪森 (K. Pohlhaussen)]. 

解：我们将坐标原点取在平板的下缘， a 軸沿铅垂方向，V軸垂直于平 
板.因为边界层中压力沿9轴不变（参阅§ 39) ，所以各处压力等于流体静伍 
力？。 U)， 即〆 = 0. 按照通常的边界层理论的精度，方程 (56. 5) — （56. 7) 
变为 



3v r 

9x 






ay 


r ^ 

9 y l 


-bpg{T-T,), 


一; 

9x u dy 9y l 


9x 9y 

其边界条伴为 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


在 0 时， v x — t?j> ~0, (7\ 是平板温度)書 

在夕 = 00 时， v x ~0, T 二 7\‘ • 

通过引入自变最 

. . t = Cy / x ' 、 

其中 

可将这些方程化为常微分方程.再令 

v x = AvC r </ x (f> f (I") , 
T-T^iT.-T^Od). 

则方程 (3) 给出 

v V '= vCx~ l,A ( iS r 一 3 多〉， 

而方程 （1) 和 (2) 给出0和0的 方程： 

4> ，r +30^^ — 2(j> fz -\~6 ^0^ I 
沒"+ 3尸抑、0, . 

其边界条件为： 

^(0)=^(0)-0, ^(0)«1| 
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(5) 


( 6 ) 




善 ’ （ 00) 二 0 ， 0(oo) —0. 

由式 ( 4 ) 和式 ( 5 ) 得边界层厚度的设级为 

d 〜 x“”C. 

上述方程的解能够成立的条件为(其中丨是平板的高度)，或 P〃：》l •平 
板单位面积上的总热通 i 为 ' 

q = -~\ l ^(^-) (0, P)C(T, - T Q )l 

I Jo \^y / v^Q 3 

努塞尔数为 N = f ( P ) G ^\ 其中函数 /(P) 通过解方程 (6) 来定出. 

问题 2. 设在重力场作用下，一个浸没的热气体湍流射流圆滑地弯曲， 
试求它的形状（阿勃拉莫维奇 r\ H. A6paM0BHM, 1938). 

解：设 T 7 ' 是射流和周围气体之间温度差的某个平均值（在射流横截面 
上平均）， u 是射流中气体的某个平均速度， i 是沿射流离开其入射点的距离， 
其中丨假定为远大于射流出口处口径的尺寸.沿射流热通量不变的条件为 

Q 〜常数. 

因为湍流射流的半径正比于丨（参阅§ 35)，我们得 

= 常数〜 <?/pc p; (1) 

我们要指出，如果不计重力场的影响，则议〜1"[见式(35.3)]，并由此从式 
(1) 得出穸〜 1". , 

通过射流横截面的动量通量矢量正比于 〜 gvH 、 其中 n 是沿射 
流的单位矢量.动量通量矢量的水平分量沿射流不变，即 

w 2 Z 2 cos0= 常数， （2〉 

其中0是》与水平方向之间的夹角，而其铅垂分量的变化是作用在射流上的 
“升力”所引起的.升力正比于 

f ) PgT f R z 〜 pf ^ T ’ l l 〜 pgQh P u , 

因此我们得 

d(Z 2 w 2 sin^) /dl pCpU* (3) 

其次从式 (2) 得出 

<£(1 & 0)/<^=常数><卜03^， 

所以最后得 

mr 常数 X"， （ 4 > 

其中心给出射流入射的方向. 
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特別是，如果$沿射流的变化不大，则式 (4) 给出 * 

沒一^ =常数 XP . 

也就是说射流的形状是一 条三次 抛物线，它对直线的偏离最 

常数 XP . 

问题 3. 设有一加热气体的湍流射流（具有很大的格拉肖夫数） 从固定 
的热物体上升起，试求射流中速度和温度随高度的变化规律 ( H . B ， 泽尔道 
维奇， 1937). 

解： 和 上述情形一样，射流的半径正比于离开射流源的距离.仿照问题 
2中的式（1)，我们得 

常数， 

并且用 

£ i (2 2 W 2 )/A = 常数 

来代#式(3)，其中; e 是在物体上方的高度，假定它远大于 物体的 线度.进行 
积分珩求得速度 

I * 〜 f ’， 

以及温度 

r 〜 m 

问题 4. 其它条伴和问题3相同，但这里是自由升起的层流对流射流 
( H . E . 泽尔道维奇， 1937). 

解： 除了表示热通量不变的关系式之外，即除了 

常数， 

之外还有从方程 (56.5) 得出的 

u 1 1 z 〜 vul R 1 — PqT’ • 

根据这些关系式,我们求得下列半径、速度和温度随高度的变化 规律： 

«=常数， r -^ i / z . 

还可以指出，格拉肖夫数 

G 〜 T'iJ 3 〜 VT, 

即 G 随高度的增加而增加.所以在一定的高度上,射流必定要变成湍流. 

问埋 5. 设有两块平板，各自保持原给定的温度，其间发生对流过程，试 
确定开始出现定常对流条件的控制方程(瑞利， 1916). 

解: 在具有不变的铅垂温度梯度 J <0 的静止流体中，加 b 
一正比于的扰动.如果有任何一个可能的0>值的虚部为正，则流体的 
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静止状态是不稳定的 . 因此，不稳定性的到来取决于是否出现使0的虚部为 
零的解 .. 在本问题中，我们讨论由不稳定性引起定常对流出现 条件； 因此必 
须找出0>实部也为零的解，也就是要找出与时间无关的解. 

在方程（5 6 . 5) — (56. 7) 中，扰动运动的速度1；以及由它引起的压力改 
变量均为小量.将温度写成 

T 7 — —Az +7 ， 

其中扰动畺 T 很小；假定由恒定的温度梯度引起的压力改变量已包含在 
中.在略去二阶量以后，我们求得 

/— Av Zi j 

消去 u 和〆 /P， 得到 r 的方 程： 

△ 3t 4 士 (1^+50 ， <2) 

其中 y ^ l ^ gA/vX = GP , W \ l 是两平板之间的距离. 

在固壁上，方程 （1) 的边界条件为 

T = 0, v z = 0, 9v z /9z 

因为对于所有的 a: 和#都必须有匕=〜=0，所以边界条伴中的最后一个条 
件是由连续方程得来的.根据方稅 （1) 中的第二个方程，〜的条 f|: 可以由 r 
的髙阶导数的条怍来代诗，即由 d 2 r / 9 z ^ 来替. 

我们寻找具有# Os) 形式的 T ， 丼中 A 是邛平面内的矢量，由此得 
到八幻的方程为 


(£-^ 2 ) 3/+ ^ / = 0 - 

这个方程的通解是函数 ch(/^/Z) 和 sli(/u/Z) 的线性组合，其中 

H ^ kH 2 ~ y 1/3 ( kl ) z /3 ^ T , 

这里的 yr 具有三个不同的值.通解的系数由边界条件决定，由此导出一个 
代数方程组.然后由相容性条件决定出函数 w ( v ). 其反函数 v = v ( w ) 对 
某个 W 值有最小值.对应的 y ^ GP 决定了发生不稳定性所要求的判据，同 
时々值决定了所得运动在平面内的周期性，但不是对称的气 

问超 6. 设铅垂圆柱形管道中的流体处于平衡，并且沿管道保持有不变 


①详尽的计算见 A. Pellew andRf V- Southwell, Proc. Roy. Soc” A176, 312 , 


mo . 
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的温度梯度、试确定发生定常对流的临界条件（奥斯特罗莫夫 r. a . octp # 
mob, 1946). 

解：我们来求问题5中方程组 (1) 的这样的解，其中对流速度处处平行 
于管軸(即; s 轴)，流动图案沿管轴不变，即和^7力只决定于坐标 
z 和 L 此时方程组变成 

j 9 x — 0 y /9^ — Oy 1 (!) 

vA 2 v = —々r+(l/p) 9 p ; / 9 z t J 
X /\^x — — Av f 

其中 

△ 2 EP 2 Mr 2 + P 2 ldy\ 

头两个方程表明 

= 常数， 

再在其余两个方程中消去 T， 则得 

Alv ^ yvjH K 9 

在这里再一次令 

y ~ AR* / Xv ~0P^ 

及是管道的半径.在管壁上，必须有 t? = 0 以及热通量连续.此外，通过管道 
横截面的总质量通量必须为零. 

方程 （1) 有形式为 

J n (kr)cosn(f> y I n (Icr) cosn<j> 

的解，其中和/„分别是实宗量和虚宗量的贝塞尔函数， r 和多是管道横 
截面上的极坐标，而对流的起始点对应于 V取最小值的解.可以 
发现，它就是》==1的解： 

v^=v 0 cos<^[J j {kr) 1 1 (kR) —I x (lcr)Ji (IcR )]. 
r — v 0 (vk z /j3g) cos<j>\_J x {kr) l x (kR) - \-I x {hr)J x (M)]. 

上述解中并不出现压力梯度当 ？*==/? 时，条件 y = 0 总是满足的，而 
ii 通过管道横截面的总质量通量为零.在管壁绝热的极限情形下，我们还必 
须有如下的条件： 

当 r=i2 时， Pr/Pr— 0, 

或 

J^OcU) I^R) ^ 2 
十 i 々瓦 — 沉 . 
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这个方程的最小根给出所需的临界值 Y =( W 2) 4 = 67.4. 在管壁有无限大的 
异热系数的招反的极限情形下，则必须有 
在 r =R 时 , r = 0, 

这时 Ji(W=0, 由此得出临界值 k-2X5^8® # / 


①更详细的讨论见 r. A* OcTpoproB, OeoSodnaji Konee^un e ycjiosnjix 


enympeH neu sadaHUfYocTexB^^ X952» 
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第六章扩 散 

§57. 混合流体的流体动力学方程 

前面的所有论述都始终假设流体是完全均勻的.如果我们要 
研究混合流体，且它在不同位置上的组成是不一样的，那末流体动 
力学方程就要作相当大的改变. 

在这里，我们只讨论两个成分的混合流体.混合流体的组成 
由浓度 C 描述， C 定义为给定的沐元内一种成分的质量与该体元 
流体总质量之比. 

流体中的浓度分布一般要随时间而发生变化.这种变化有两 
个方面.第一，当流体有宏观运动时，任何给定的一小部分流体都 
作为一个整体在移动；其组成保持不变.这就导致流体的纯机械 
混合，虽然每个移动部分的组成不变，但在空间任一点上，流体浓 
度在随时间变化.如果忽略可能发生的导热和内摩檫过程，那末 
这种浓度变化是热力学可逆的过程，不致引起能量耗散. 

第二，由于各成分的分子从流体的一部分转移到另一部分，可 
使混合流体的组成发生改变.这种由于直接改变每一小部分流体 
的组成而使浓度均匀化的过程称为 扩散. 扩散是一种不可逆过 
程，并且句导热和粘性一样，是混合流体中能量耗散的原因之一. 

我们用 P 表示流体的总密度.关千流体总质量的连续方程， 
和以前一样，为 

dp/dt + V* (p^0 — 0. (57. 1) 

这个方程表示，任何体积中流体的总质 S 只能由流体流入或流出 

这个体积而引起改变.应强调 指出： 严格说来，对于混合流体，我 
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们必须对速度概念本身 m 新定义. 3出 （57.1) 形式的连续方程， 
和以前一样，我们把速度定义为单位质量流体的总动量 . 

纳维-斯托克斯方程 （15. 5) 也不变.现在，我们将对混合流体 
导出其余的流体动力学方程. 

在没有扩散的情况下，当任何给定的流体元移动时，其组成将 
保持不变.这意味着全导数 dc / 说应为零，就是说方程式 

dcIdt = dcIdt (x? • y) c ^ 

应成立.利用 （57. 1)， 这个方程可写成 

9( pc ) /9 t -r V * ( yOd ) = 0， 

即写成混合流体中某一种成分的连续方程 （ PC 是单位体积中该成 
分的质量）.写成积分形式为 


9 

dt 


| pcdV — — opcv - df 9 


这表明；任何体积内这一成分质量的变化率等于因流体运动穿过 
该体积界面所输运的质量. 

对于有扩散的情形，除了所讨论的成分随流体一起运动的通 
量 pcv 以外，即使流体作为整体是处于静止状态，也还有另一个 
通量，该通量引起这一成分的传递.令 i 是这一扩散通量的密度， 
即单位时间内由于扩散而穿过单位面积所输运的这一成分的质 
量①.因而在任一体积内，这一成分质量的变化率为 


3 

3 i 


{ •% rtf 

pcdV = 一 o pcv ^ df — oi^df 


或写成微分形式 


9(pc) „ 

~di 


一 V • ( pcv ) — V 


(57.2) 


利用 （57.1)， 可将某一种成分的“连续方程”写成 


①两种成分的通量密度之和应为 pk 若一种成分的通量密度是 P 如+/,则另 
一种成分的通置密度就是 p ( l - c ) i >- f . 
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p (,+ t . Vc ) = - V . f . (57, 3) 

为了导出另一方程，我们重复 § 49 中所作的讨论；但要记住， 
现在流体的热力学量也是浓度的函数.在通过运动方程计算导数 
(§49 中） 

丟(音— ） 

时，必须对和 一 两项进行变换.现在需要修改这个 
变换， 因为现 在内能和焓的热力学恒等式包含一个浓度 c 的微分 
的附加项： 

de~Tds + (pf p 2 )dp -\- fide, 
dw — Tds + (l/p)dp h jJ.de, 

这里"是适当定义的混合流体的化学势①.因此在导数 
中出现一个附加项 Pii 9 cj 9 t . 把上面的第二个热力学关系写成 

= pdu> — pTds — pfidc 

我们看出，项一将含有一个附加项 
因此，我们必须把 

•▽<?) 

加到表达式 （49. 3) 上去.由方程 (57. 3)，上式可写成 

①由热力学知道，对两种物质的混合流体而言，热力学恒等式为 

d < = Tds —pd^-Yfjiidni^r 

式中克混合流体中两种物质的粒子数， Mi ，/ h 是两种物质的化学势.数值 
和…满足关系式 = 这里如，是这两种粒子的 质量. 若引进浓度 c :二 
n \ mi 作为变量，我们有 

d^ = Tds —pdV + fi2int2)dc y 

把此式与正文中所给的式子比较一下，可知化学势"与仏，有以下关系： 
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一 /i v • % 


结果得出 


d 

9 t 

+ + — (57.4) 


T 胂 


2 


pe 


V 


P^Vi 十 W?) — SP • <T f Q 



上式中已用热通量 g 代替了一 f < VT , q 不仅可以依赖: r 温度梯度， 
而且还可以依赖于浓度梯度（见下一节）.上式右边后两项的和可 
写成 

V " Q — I 二 ▽* — "I) + 

根据 Q 的定义， （57. 4) 中散度算子下的运算量 




— l . cr ’ + q 


是流体中总的能量通量.其第一项是可逆的能量通量，仅仅是由 
流体作为整体运动所产生的;而后二项之和 

—%? * cr r ~\~(j 


是不可逆的通量.当不存在宏观运动时，粘性通量 IV 是零，而 
热通 畺就是 <1. 

能量守恒方程为 

美(备 py 2 + pe )= — V * 

从 (57. 4) 减去上式，即得所要求的方程 

p7 (_ 切 = （ 57 . 6 ) 

、• / lc 

此式是 （49. 4) 的推广 • 

J 1 是我们得到了混合流体的流体动力学完备方程组.此方程 
组中方程式的数目比单一流体情形多一个，因为增加了一个未知 
函数，即浓度.这些方程是连续力程(57.1)，纳维-斯托克斯方朽 L 
一种成分 的“连续方程 ”（57. 2) 以 及确定熵变化的方程 (57. 6) .应 


p v (^ v z + - x ?* a f 4 q 


• (57. 5) 


277 • 



注意，方程 (57. 2) 和 （57.6) 实际上只确定了相应的流体动力学 
方程的形式，因为这两个方程中含有未定的通量 i 和仏只有当 
i 和^用浓度梯度和温度梯度的表达式代替时，这两个方程式才 
是确定的 . i 和 G 的表达式将在§ 58中给出. 

关于流体总熵的变化率，与§49中的计算完全类似，只是用 
(57. 6) 代替 (49. 4)，结果是 

§~ t \psdV = 、 T — ，一 [今^+ … (57. 7) 

为了写得简短一点，式中省略了粘性项. 

§58. 传质系数和热扩散系数 

扩散通量 i 和热通量^是由于流体中存在浓度梯度和温度梯 
度而产生的.但不应认为 i 只依赖于浓度梯度，而 Q 只依赖于温 
度梯度.相反，这里每一通量一般都同时依赖于这两个梯度. 

若浓度梯度和温度梯度不大，我们可以假设 i 和 Q 是和 
VT 的线性函数①.因此，我们把 i 和^写成 

i 二 -， lx — 

—<5 V — ^ 

系数々和6之间有一个简单的关系，这 是动力系数对称原理 
的结论.此对祢原理如下所述气 

我们来研究某一个封闭系统，令〜 av ••是表征该系统状态的 
某些量.这些量的平衡值可由下述事实决定:在统计平衡情况下， 
整个系统的熵$必定是最大值，即对所有的 G ， 我们有这 


① 通量9和丨与压力梯度无关（对于给定的 Vu 和 VT )， 其理由与 §49 中关于 
所述理由相同. 

② jE Statistical Physics ， § 119, Pergamon Press, London 1958. (丄及.朗 
道， E :. M . 栗弗席茨蓍，.杨训恺等译，统计物理学，人民教育出版社， 1964,) 
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里^^ 表示下列导数 

X a =-9S/9x a . (58.1) 

我们假设该系统处于接近平衡的状态.这意味着所有的 A 与其 
平衡值相差很小，因此很小.这时将出现使系统趋于平衡的某 
些过程 .量〜 是时间的函数，而 h 的变化率由时间导数力《给出. 
我们把 t 表成的函数，并把这些函数展成级数.只考虑一阶 
项，我们有 

X a = —2y 0 6X 6 . (58. 2) 

b 

动力系数对称原理说明 Vw (称为动力系数)关于下标 a 和&是对 
称的，即 

y a b = Vba> (58.3) 

熵这的变化率是 

S~ -~^EX a x a . (58.4) 

现在设在系统不同的点上％本身不相同，即每个体积元有它自己 
的〜值.也就是说，我们假设心是坐标的函数.则在々的表达 
式中，除了对 a 求和以外， 我 们还必须在整个系统的体积 上积分 

— \^^X a x a dV. (58.4a) 

任何给定点上氙的值通常确实只依赖于该点足 3 的值.这 
样，我们可以对系统中的每一点，写出 t 与的关系，并得到和 
以前同样的公式®. ； 

在目前所研究的问题中，我们把矢量 i 和 Q ~ fii 的分量取作 

• • 

* • I • 

于是比较 (57. 7) 和 (58. 4«) 可知， X 。分别为矢量 （1/ T ) W 和 

①严格说来，为了把对离散的物理量的集合所求得的关系式用于连续分布情 
形，我们应当把积分 （53. 4 a ) 写成求和的形式，即在物体上许多小区域（但仍是有限的) 
A 厂求和（见§ 132); 因而系数的这个定义也涉及但在目前情况下，这样处 
理是不必要的，因为我们只利用动力系数的对称性，而不是用动力系数实际的 数值. 


k 
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的分量. 动力系数 Yab 是下列方程中这些矢量的系数 


—aT 


等 h 妒淨 


T 


-yT 


2 / S/T 


T 


q — fii= — 6T\ 

由动力系数的对称性，应有 

pT z 二 dT ，#： ^ - PT. 

这就是我们所要求的关系式. 

因此,我们可以把通量 i 和写成 

i — — ct V M 一 pSjT ， 


2 


( 58 . 5 ) 


式中只有三个独立系数見 r . 在热通量表达式中，消去 W 是 
有益的，这只要用 i 和 V ? 7 去代替它.于是我们有 


% — — ccv ji 一 T 7 , 

q 二 / 3 T / a ) i ~ KS / T f 


(58. 6) 
( 58 . 7 ) 


其中 


K — y —/3 2 T/a. 


( 58 . 8 ) 


若扩散通量 i 为零，则成为纯导热.如果出现这种情况， T 和 
^必须满足方程 

asjfi + / 3\/T — O y 或 ad/i + 邱 T = 0 . 

对这个方程积分得出 /( c ， r ) 二 o 形式的关系式，函数/中不显含 
坐标.（化学势不仅是 c 和 7 的函数，而且是压力的函数，但在平 
衡状态下，压力是常数. ） 此式确定了在没有 扩散通 量条件下所应 
保持的浓度与温度的关系.此外，因为 i 二 0 ,由 （ 58 . 7 ) 我们有 


q 二 一 k \/ T ， 

所以《就是导热系数. 

现在我们转而应用通常的变量 P ， r 和 C . 我们有 
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鲁 L ve+ 

可以用 pF / hMT 代替最后一项中的导数(办 / 办)^这里 F 是 
比 容①. 将上式代入 (58. 6) 和 （58. 7)，并令 

D = 

P\^ C / T,Pj 

pk T D/T = a (^ r ^+ l 3 J (58.9) 

( 58 . io) 

我们得 

i 一 pD[ Vc + 鲁 (58.11) 

— —A 

g= Kf^L— r (l^， e + 4 -喊. (58 - 12) 
系数 D 称为扩散系数或传质 系数； 该式给出只存在浓度葆度 
时的扩散通量.由温度梯度引起的扩散通量 由热扩散系数 bZ ) 
给出；无量纲量 h 称为热扩散比， 

关于( 58 . 11) 中最后一项，只有当流体中存在较大的压力梯度 
(比如说，由外力场引起)时才有必要考虑.系数 bZ ) 称为压力扩 
散系数.应注意，根据公式 (58. 10)，无量纲量匕仅由热力学性质 
完全确定. 

当然，在单一流体中不存在扩散通量.因此很清楚，在 c = 0 
和 c = l 这两种极限情况下，心和匕都必须为零. 

、 熵只能增加的条件对公式 ( S 8. 6) 和(5匕 7) 中的系数加了一定 

①这两个导数相等是由热力学恒等式 

d ( j > = — sdT + Fdp+/irfe 

得到的， 这里 (/> 是单位质量的热力学势 
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的限制.把这两个公式代入熵变化率的表达式 (57. 7)，我们得 


d_ 


psdV 二 




(▽『) 

rp2 


dV + 



dv + 


(58.13) 


因此很清楚，除了我们已知的条件/ <>0 以外，还必须有 a >0 .记 
住导数 (9 m /3 c ) p . t 总是正的①，因此得出扩散系数必定是正的， 
即 Z »0, 但是 h 和匕可正可负. 

我们不准备写出这些冗长的普通方程，这些方程可用上述 i 
和 q 的表达式代入 (57. 3) 和 (57. 6) 求得.我们将只考虑这种情 

形： 即没有明显的压力梯度，并且流体浓度和湿度的变化不大，以 
致我们可以假设表达式 (58. 11) 和 (58.12) 中的系数为常数，尽管 
一般说来，这些系数是 c 和 T 的函数.此外，我们还假设流体中 
没有别的宏观运动，只有因温度梯度和浓度梯度而引起的运动，这 
种运动的速度与这些梯度成正比；因此，方程 （57. 3) 和 (57. 6) 包含 
速度中的那些项是二阶小量，可略去不计. （57. 6) 中的项 一£•▽// 
也是二阶小量.所以我们有 

pdcjdt + V.f = 0， pTdsjdt + v ( q ~~ — o . 

把 i 和 Q 的表达式 (58.11) 和 (58.12)( 这时没有 VP 项)，代入上 
式，并对导数 ds /9 t 进行如下变换② 


9T /9s\ 9c_c p 9T /9fi\ dc 

dt^Kdf)dt~WdT\W) ?}C dt % 

经过简单的计算以后，我们得 


|=z> Ac+ k fAT , 

■ _ 

dc = XAT 

2t c p \ dc J PtT dt 匕、 

这个线性方程组可确定流体中的温度分布和浓度分布, 


(58.14) 

(58.15) 


① 见 Statistical Physics § 95(JI • 几 朗道等，统计物理学 1964> # , 

② 因为（仏 = - （ 9〆/22%,“ 



浓度很小的情形特别重要.当浓度趋于零时，扩散系数趋于 
一 个有限的常数，但热扩散系数趋于零.因此，若浓度很小， h 也 
很小,我们就可略去( 58 .1 4 )中的项 h △八于是 (58. 14) 变成扩散 
方程 

dcjdt ^ DAc . (58, 16) 

在不同的情况下，加在 (58. 16) 的解上的边界条件也是不同 

的，在不溶解于该流体的固体表面上，扩散通量 

i ― — pDsjc, 

的法向分量必须为零，即有 

dc/dn = 0, 

但假如物体可以溶解在该流体中，因而有来自物体的扩散，则在 
物面附近可迅速达到平衡，而紧贴物体处的浓度是饱和浓度〜•物 
质由这一层向外扩散要比溶解过程进行得缓慢；因此，在这种物 
面上的边界条件是 c = 最后，若固体表面能吸收落到它上面 
的扩散物质，则边界条件是 c =0; 这种情形在研究固体表面上的 
化学反应时会遇到. 

因为纯扩散方程 (58.16) 与导热方程 (50. 4) 形式完全相同，所 
以我们可把§51和§52中导出的全部公式直接用于扩散情形，只 
要用 c 代替^和/)代 替/就 行了.绝热表面的边界条件对应于不 
溶解表面的边界条件，而保持常温的表面对应于发生扩散的可溶 
解表面. 

特别是，与 ( 5 ：L 6) 相类比，可写出扩散方程下列形式 的解： 

c(r) ^Sp(,DO^ eXp( - ri/4DO - (58 - 17 > 

若在《 =0时刻，溶质全部集中在原点 ( M 是溶质的总质量)，则上 
式可给出任何时刻溶质的分布. 
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问 题 


试确定两种完全气体混合物的压力扩散系数. 

解： 我们有比容 F = fc ! T(?n + n 2 )/ y (符号是§5 7 第二个附注中所用过 
的)，而化学势为 ® 


Tt \ 十汶2 


fiz=f2(P,T)+JcT\n 


n } +w 2 


根据 


n i m 1 =c ， w 2 m 2 =l — c ， 

可用第一个成分的浓度来表示数 A 和％.利用公式 (58. 10) 进行计算，得出 


1c p ~ (m 2 — nh)c(l — c) 


1 一 C 

C 

- 



§59. 流体中悬浮粒子的扩散 

在流体分子运动的影响下，流体中悬浮粒子作无规运动（所谓 
布朗运动).设初始时刻有一个这样的粒子处于原点.我们可以 
把粒子后继的运动看作是扩散;在这种情况下，任一特定体元内粒 
子出现的槪率就代表浓度.因此，为了确定这个概率，可利用扩散 
方程的解 (58.17). 能够这样处理的理由是,对于稀溶液中的扩散 
(稀溶液即 c « l , 这时的扩散方程可采用 （58. 16) 的形式)，溶液中 
诸粒子相互之间几乎没有什么影响，因此可以独立地研究每个粒 
子的运动， 

设 w ( r ， t ) dr 为时刻 f 在离原点为 r 与 r + rfr 之间的距离上 

粒子出现的概率.令 (58.17) 中 M/p = l , 并乘以球形薄层的体积 
4^ r 2 rfr , 我们得 


①见 Statistical Physics , § 92, Pergamon Press, London, 1958# (X ^ 
朗道， E. M. 栗弗席兹著《统计物理学 > 杨训恺译，人民教育出版社， 1964.) 
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w(r ， t)dr — 


2\/ jzD'H 


=Q\p( — r 2 j r 4Dt)r 2 dr. 


(59.1) 


现在来确定时 刻 〖粒子离开原点的均方距离.我们有 



w { r , t ) dr 0 


(59.2) 


利用（ 59.1 )，得 

(59. 3) 

因而，经过任一时间间隔，粒子所通过的平均距离与这段时间的平 
方根成正比. 


流体中悬浮粒子的扩散系数可根据所 谓动性系数来 进行计 

算.假设有某个不变的外力 /( 例如重力）作用在粒子上.在定常 

状态下，作用在每个粒子上的外力必定被流体施加在运动粒子上 

的阻力所平衡.在速度很小的情况下，阻力与速度成正比，比如说 

等于这里6是常数.让这个阻力与外力/相等得 

o ?=6/, (59.4) 

即在外力作用下，粒子所获得的速度与外力成正比.常数 &称为 
动性系数 ，原则上它可由流体动力学方程算出.例如，对半径为 B 
的球形粒子，阻力是见 （20. 14)), 所以动性系数为 

6 = 1/ Qit 7) R , (59. 5) 


对于非球形粒子，阻力与运动方向有关；它可写成的形 
式，这里是对 称张量 （见 （ 20. IS)). 为了算出动性系数，必须 


对粒子的所有方位取平均；若 a 


是这个对称张量的主值, 


则有 

6 = 丄+丄 + 丄 Y (59.6) 

3 \a i o 2 a 3 / 

动性系数 & 只与扩散系数有关.为了导出这个关系，我们 
写出扩散通量 i ， 丨包含由浓度梯度引起的普通项一 pDVc (设温度 
为常数），还有一项与粒子在外力作用下所获得的速度有关，这一 
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项显然是 per . 于是 

i = — pDsjc 十 peb f 、 (59.7) 

上式中已用了 （59. 4). 在热力学平衡状态下，没有扩散，所以通量 
i 应为零.在外力场中，流体中悬浮粒子浓度的平衡分布由玻耳 
兹曼公式确定，根据这个公式 

常数 xe_ 

式中 C / 是外力场中粒子的势能.因为 — 我们得平衡浓度 

梯度为 Vc ^ cf / kT , 把它代入 (59. 7)，并令 i 等于零，我们得 

D = kTb . (59.8) 

这就是扩散系数与动性系数之间的爱 因斯坦关系. 

把 (59. 5 )代入 (59. 8)，我们得球形粒子扩散系数的如下表 

达式 

D=kT /QjttjR. (59. 9) 

除了悬浮粒子的平移布朗运动和扩散以外，我们还可以研究 
粒子的旋转布朗运动和扩散.就像通过阻力计算平移扩散系数那 

样，同样可以通过在流体中作旋转运动的粒子上所受的力来表达 
旋转扩散系数①. 


问 题 


问题 1. 设一些粒子在流体中作布朗运动，流体的一面以平壁为 界面； 粒 
了-碰到平壁就“粘附”在壁上.在 （=0 时有一个粒子离壁的距离为 a ；. 试求 
在时问 f 以后粒手“粘附”于壁上的槪率. 

解： 概率分布这里: r 是离壁的距离）由扩散方程确定，方程的 


①若(非球形）粒子悬浮在有横向流速梯度的平面平行流束中，则作为流体动力 
学定向力和无定向布朗运动同时作用的结果，可建立起与粒子的空间方向有关的确定 
分布.对于樵球形的粒子，这个问题的解可参看 A . Peterlin and H . A . Stuart , Zei - 
tschrift fiir Physik ^ 112, 1, (1939), 
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边界恭沙为 p O 处 iv ~0,初始条作为 i =0时 = a ， 0 )• 这样的解由 

公式 （52. 4) 给出，只是要用 w 、 D 和 W — A ) 分別#换式中的 7\7 和被积 
函数中的 y Q ( 〆 ）. 于是我们得 


IV t ) 


^\/ nDt I 



「 Ol)” 


r o+wi 

^ exp 

L 4Dt j 

— exp 

ADI 

— 



每单位时间内“粘附”到壁上的概率由^ = 0处的扩散通量给出，经过时 

oX 


间 L 所要求的槪率 W ( t ) 为 


w ( t ) - D 




di. 


将«，代入上式，得 

社 1 — erf [r 0 /2\/ Dt ]. 

问题 2. 设经过一个时间间隔 T ， 流体屮悬浮的粒子绕丼自身轴线转过 
-个很大的角度，试求 r 的 g : 级. 

解： 作布朗运动的粒 T % 移动相当于其自身线度 《 的距离所花的时间， 
就是所要求的时间间隔 r . 根据 （59. 3) 我们 ff T 〜《 V 厶，再由 （59. 9) 得 I )〜 
kT / V a 7 于是 


t 〜 r;aVfcT. 
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第七章表面现象 

§ 60 . 拉普拉斯公式 

在这一章里，我们将研究两种连续介质分界面附近发生的现 
象（尚然，这两种介质实际上是由一个很薄的过渡层隔开的， 佴过 
渡层很薄，以致我们可把它3作儿何上的一个曲面).若分界面是 
弯曲的，则两种介质中曲面附近的压力是不同的 . 为了确定这种 
压力差（所谓表面压 力)， 我们考虑到分界面的性质，写出两种介质 
间时处于热力学平衡状态的条件. 

设分界面作一无穷小的位移.我们在移动前的表面上每一点 
画一法线.以况表示法线与移动前和移动后界面的两交点之间 
法线线段的长度.于是这两个面之间的体元是况奸，这里奵是 
面元.令 h 和? ) 2 为两种介质内的 压力， 荇分界面是向介质2位移 
(比如说），则把况看作是正的 . 闪而实现上述体积变化所需要的 
功为 

]"(- h + P 2 ) 卿 /• 

再加上与界面面积变化有关的功，即得移动界面所需的总功 
SR . 后一部分功与界面面积的变化 (5/ 成正比，且为 adf f 这里 a 
称为表面张力系数①.于是总功为 

①对空气和水的界面而吉，在 20- C 时 a =72.5^^ ; 对空气和石蜡的界面，在 

20*0 时《=24.液态金属的表面张力 很大； 例如，在空气和水银的界而上，在 175° CB > J * 
« = 5 47;空气和铂的界面在 2 00( TU 时 a = 1820. 液氢与其蒸汽间的表面张力很小，在 
-270 -C U a 二 0,24. 
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6/2= — (pi—p2)^Cdf J r os<5 / (60.1) 

餐 

当然，热力学平衡的条件是为零. 

下面，令尽和尽为界面某个给定点处的主曲率半径;若尽 
和尽指向介质1内，就把它们算作正的.因此，当界面经过一无 
穷小的位移后，界面和主截面交线上的长度元 和说 2分别得到 
增量 （心 7圪）此和（沉/札） W 2 ， 这里札和札被看作是 以圪和 
A 为半径的圆周的弧元.因此，面元灯=以4〖 2 经过位移以后 
变成 

札 (1 + 警 ) dl 2 (1 + ~ dl { dl 2^14 

即面元改变了 (W/d/A+i/ 尽).由此可见，分界面面积总的变 
化量为 

办十 ( 是 0 (60 . 2) 

把这个表达式代入 （60.1) 并让它等于零，我们得乎衡条件的 
形式为 

(Pi—P 2 ) — 士 ) = 

对于界面一切可能的无穷小的位移，即对于所有的私，这个条件 
都必须成立.因此大括号内的表达式必须恒等于零，即 

Pi _ P2 = a (i + +) (60.3) 

这就是确定表面压力的拉普拉斯公式.由此得知，若 A 和尽为 
正，则 h™：p 2 >0. 这说明凸表面的介质中压力更大. 若 R 产 R 2 
二 CO, 即分界面为平面，则如我们所预想的，两种介质中压力相同. 

我们用 （60. 3) 来研究两个相邻接的介质的力学平衡.我们假 
设分界面上和介质本身都不受外力作用.利用公式 (60. 3)，我们 
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可把平衡方程写成 


是+是=常数 • 


(60.4) 


因而在自由分界面任何地方，曲率之和一定是常数.若整个曲面 
都是自由的，条件 (60. 4) 表明该曲面必定是球面（例如，小滴的表 
面;对小滴而言，重力影响可以略去）.但若曲面由某一条曲线支 
撑(例如固体框架上的液膜)，其形状就比较复杂了. 

当条件 (60. 4) 用于支撑在固体框架上的薄膜的平衡状况时， 
该式右边的常数必定为零.因为在薄膜的自由面上，二项之和 
l/A + 1 /札必 定处处相同，而在薄膜的反面必定符号相反，这是 
由于若一面是凸的，则另一面就是凹的,所以曲率半径大小相等符 
号相反.于是我们得到薄膜的平衡条件是 



现在来研究重力场中介质表面上的平衡条件.为简单起见， 
我们假设介质2就是大气，在整个界面上其压力可当作常数，而介 
质1是不可 ffi 缩流体.于是有 h 二常数，而根据 (3.2) 流体的压力 
为二常数一 PP ， 坐标^的正向铅垂向上.因而平衡条件变成 

是+是+气^ =常数. (60.6) 

应该说明，为了确定具体情况下流体表面的平衡形状，通常比 
较方便的办法是不用 （60. 6) 形式的平衡条件，而是直接求解使总 
自由能为极小值的变分问题.不可压缩流体的内部自由能只依赖 
于流体的体积，而不依赖于流体表面的形状.流体表面形状首先 

影响表面自由能 | o ^/， 其次影响外力（重力)场中的能量 pglzdV . 

于是平衡条件可写成 

«办+即最小值 • (60. 7) 
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这最小值要根据条件 


47=常数 


( 60 . 8 ) 


来确定，这个条件表示流体的体积是不变的. 

在平衡条件( 6 0. 6) 和 （60. 7) 中，常数 a ， p 和9仅仅以 a/gp 
的形式出现.这个比数的量纲是厘米 2 .长度 



称为该物质的 毛细常数①. 流体表面的形状仅由这个量确定.若 
毛细常数与介质的线度相比是个大量，则确定流体表面形状时可 
略去重力. 

为了由条件 (60. 4) 或 (60. 6) 求得流体表面的形状，我们需要 
有能定出表面形状的曲率半径的公式.这些公式是在微分几何里 
得到的；但在一般情况下，这些公式相当复杂.当曲面与平面差別 
不大时，这些公式可大大简化.下面我们不用微分几何的一般结 
果，而直接导出相当的公式. 

设 2 C (A W 是这个曲面的 方程； 我们假设（处处都很小，即 
曲面与平面 s 二0差别很小.大家知道，这个曲面的面积由下列积 
分给出 



或对于小的 S 值，由下式近似给出 


变分吖是 


1 + 


1 说、 


IM( 


I) 


dxdy 




dj dSC 

dx dx 




(60-10) 


①例如，水在 20 e C 时 ， a = 0.122 厘米, 
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分部积分得 


(5/ 二一 



SCdxdtjy 


将上式马 (6 CK 2) 进行比较,我们得 


x I x ~ 

Ri R 2 


p 2 C , d 2 C\ 
W 1 dy 2 r 


( 60 . 11 ) 


这就是我们所要求的公式；此式给出稍微弯曲曲面的曲率之和. 

当三个相邻接的介质处于平衡时，这些分界面的条件是在三 
个介质的公共交线上，三个表面张力的合力为零.这个条件表明， 
这些分界面必定以一定的角度（所谓接触角）相交，这残角度由各 
个表面张力系数的数値确定®. 

最后,我们来研究在考虑表面张力的情况下,两种运动流体交 
界面上所必须满足的边界条件问题.如果不计表面张力，在流体 
的交界面上有 


1 ®*l，i fc) — 0 ， 

这表示两种流体表而上所受的粘性摩檫力相等.当考虑表面张力 
时.必须在上式右边加上一个力，这个力的大小由拉普位斯公式给 
出，方向与法线一致. 


^ k ^2 iik 一 (士+ (60.12) 

这个方程也可写成 

(2^1 — V^) n i ~ (^l fik 一 4 ， ifc ) (60. 13) 

若两种流体都是理想的，则粘性应力 为零，我们又回到简单的 

方程 (60* 3). 


①例如参看幻 Physics, § 145, Pergamon Press, London 1958. 

(XA. 朗道， E.M. 栗弗席兹著， « 统 1| •物理 学》， §140,杨训恺等译人民教育出版社， 
1964.) 
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但条件 （60. 13) 仍然不是最一般的表达式.原因在于整个表 
而上的表 Ifii 张力系数 a 不可能是一个常数（例如， |1 彳于温度变化). 
闽而除 /法向力以外(如适平面，则表面法向力为零），还有一个与 
表而相切的力.正如压力不均勻情况下，单位体积上有一个体积 
力一 VP (见 §2) —样，这里分界面单位面积上有一个切向力九 
这时，我们取正的梯度，因为表面张力倾向于使表面面积 
减小;而压力倾向于使体积增大.把这个力加到方程 (60. 〗 3 )的右 


边，我们得边界条件 




~ 0*2 ”]•)〜 + 


da • 

dx { 7 


(60.14) 


这祖黾位法 A 矢量 n 是指向介质 1. 应注意，这个条件只能为粘 
性流体所满足;在理想流体中，< 则方程 (60.14) 的左边是沿 

法线方向的矢量，而这时右边是沿切线方向的矢量.当然两边不 
能相等，除非两边都为零;但后一种情形是没有意义的. 


问 题 


问题 1. 设液体薄膜由两个圆框所支撑，两圆框的平面互相平行，两圆 
心在垂直于圆框平面的直线上，试确定液体薄膜的形状.（图31中实线表示 
这个薄膜的子午截线 .） 

解： 这个问题相当于寻求一个面积为极小值的曲面，这个曲面可以用通 
过两给定点 M 和 S 之间的曲线 r = r ( s ) 绕直线旋转而成.这个旋转曲 
面的面积是 

4 




图 32 
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dz 


我们知道 


I L (x, x f )dt 


形式的积分的极小值由方程 L — x 


9 L 


常数定出.在现在 情况下 ，此式给出 


由此式积分，我们得 



2 — c 

T~c l eosh- - 

Cl 


因而，所要求的曲面（称悬链曲 HD 由一条悬链浅旋转而成.常数 G 和 c 2 的 
选择应使曲线 rOO 通过给定点 J 和 B . c 2 的数值只依赖于;2轴 k 原点的选 
择.但对于常数 h ，我们求得两个值，而必须选取较大的-•个（较小的-个不 
能给出上述积分的极小值). 

11两框间的距离 A 增加到某个值时，求常数 Cl 的方程不再 有实根 .对 
于更大的 A 值，只有当每个圆框上构成-冲薄膜时，形状才是稳定的.例如， 
对于半径丑相等的两个圆框，当距离 A >1. 33丑时，这种悬链曲面的形状就不 
可能出现了. 

问趣 2. 设流体处于重力场中，一面以铅垂的平壁为边界，流体与壁的 
夹角为 0( 图32)，试确定流体表面的形状. 

解： 我们取坐标轴如图32所示.平面是平壁的平面，而2 = 0是 
远离平壁处流体表面的平面.表面2二;5(幻的曲率半径是屯= 00,札= 
—(1十/ 2 ) 3/2 /，，所以方程（60.6)变成 


22 

a 1 



(l + s /2 ) m 


=常数， 


( 1 ) 


这里《是毛细常数.因为 X = oo 时，应有2 = 0, 1/^ = 0,所以，式 （1) 右边的 
常数为零.以上方程的-次积分为 


、l \ +2’ 2 ^ a 2 • 

稂据无穷远处的条件0= OQ 处，我们得4= 1. 二次积分为 


0：— — —r^~cos h 
v Z 



■ 一 
r 


( 2 ) 
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常数 or 0 的选择应使得在 0 = 0) 璧面上，存 r /^- ctirO , 成按 （2), z ，- h ， 这银 
h ~ aJl ~ sin 6 Jk 流体沿壁商上升的高度. 

问题 3. 设液体在两块铅垂的平行 2 \ 

平板间上升，试确定液体表面的形状 
(图 33) • 

.解： 我们取 P 平面位于两个平板 J j ^_ 

的正中间，邛平面与远离平板处的流 t l 二 X 

体表面相重合.问题2中的方程 （1) 给 

出了平衡条件，因而它在流体表面上 图 33 

(两板之间和两板之外）处处成立，现在在方稈 （1) 中应用处的条伴，也 

给出常数为零.在丼积分式 (2) 中，现在常数乂对和 

不同的(在 二 jrf 处，函数 sO ) 有问断对千两板之间的交间，条伴是 


a : 二0处 〆 =0, x = 处 z ; ^ ctg 9 , 这里0迠接 触角. 根据（2)，对高度 


0 


2(0) 和 2 i 


d ) \(}] 我们有 ^- a^Z A — 1 ， z i 「 ck /乂 一 sin 呔对 （2) 


积分可得 



1-( A 


z -\ 

a 1 ) 


l dz 


4 f 


o V ^ 1 - cos ^ — 


oos ^ 

\/ A — cos £ 


这甲 j 是一个新的变 t ， 与 2 的关系足;这是椭圆积分，不 
能用初等函数表示.常数 z 由条件 r = jd 处;:二 々，或 

r cos 在 7 卜 

d ^ a \ 

J 0 A — cos 4 

求得.上面得到的公式给出了两板之间的空间内流体表面的形状.当 (2—0 
时，』趋于无穷大.因此对于 c ?《 a 情形，我们有 




72 J 


COS id^ — ^/~COS 9 , 


或 
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流体 上升 的高度込 


A^(a^/d 2 )co^0. 


z 0 ^ ( a 1 /d) eos^j 


当然，这个公式也可直接求得. 

问题 4. 设有一受热不均勻的流体薄层紧贴在一个水平固体平面的表面 
上；在流体薄层的平面内，温度是坐标^的某个已知函数，（因为流体层很薄) 
可以假设与穿过流体层的坐标 s 无关.受热不均匀引起薄层内发生定常流， 
因此 ft ^方向，薄层的厚度 （也 就发钜变化，试求函数 CM . 

解： 流体的密度 p 和表而张力《以及温度都是 z 的已知函数.流体 m 
力 h-f 幻，这里&是大气压（自由面上的压力）；由表面弯曲引起 
的;五力变化可略去不 lh 我们假设薄 S 屮流体各点的速度都与 r 轴甲行.运 
劢方程为 



9 


d(pQ 

dx 




( 1 ) 


在固休表而上（2 = 0)，有 r = 而在自由而上(2 =〖)，必须满足边界条件 
(60.14), 在 M 前情况下就垃 V ( dv / dz )^.^- da Jdx m 对方程 （1) 进行积分并 
使用这些边界条件，我们得 


?]v^gz 


(- y ) 


d(pO gz 


dx 




Z 


da 

~ dx ^ 


因为流动是定常 的， 通过薄层鈸而的总质量通量应为零，即 


vdz - 0 * 


将 （ 2) 式 代入， 我们得 


令 T 


C 2 dp 1 da 


4 dx g da； 9 


此式可确定函数 〖U ). 积分珩即得 




P— 1/4 如+常数 


若温度（因而 P 和 cr) 只有微小的变化，则 （3) 可写成 


C 2= a { j ) 


3/4 


3 


P9 


( Q ! — Qq ) 9 


这里“是 P *= Po 和那一点上 C 的值, 


( 2 ) 


(3) 
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§ 61. 表面张力波 


在重力的作用下和在表面张力的作用下，流体的表面都倾向 
于形成平衡 形状. 在§ 12和§ 13中研究流体表面波的时候，我们 
没有考虑表面张力.下面我们将看到，毛细作用对小波长的重力 


波有很重要的影响. 

像§ 12中那样，我们假设振动的幅度与波长相比是个小量. 
关于速度势,和以前一样有方程 


A^ = 0. 

但现在流体表面上的条件是不同的，即表面两侧的压力差不再像 
§12中那样假设为零，而是由拉普拉斯公式 (60. 3) 给出. 

我们用 S 表示表面上点的 z 坐标.因为 S 很小，我们可以利 
用表达式 (60. 11)，并把拉普拉斯公式写成 


V~Po = — a 


祭 +P). 


这里 P 是贴近表面的流体压力， P 。 是恒定的外压力.由 （12. 2) 


V 



- 9QL — P 


d(j) 


将上式代换前一式的 P ， 得 


P9C + P 


dt 



dx 2 ^dy 2 ) 



由于 § 12 中所说的同样理由，如果把0重新定义一下，我们可以去 
掉常数仇.把上式对〖求导数，并用^&/心代替死/&，我们得 
关于势4的边界条件 


96 f 

p9 ^ p 


d 2 < j ) 

9 I 7 



1( 


9 2 ([> 

9^ 



9 2 < f > 

w 



对 2 = 0. (61.1) 


我们來研究沿 ^ 轴方向传播的平面波.像§12中一样，我 
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们得 

( f > = Ae kz co ?> {kx — cot ) 

形式的解.裉据边界条件 (61.1)， 于是求得&与^的关系为 

co 2 — gJc ~\~ ak 3 / p , (61. 2) 

由此 看出，对于像 

k <^：\/ pg/a 或 Ic <^ l/a 

这样的长波（这里 a 是毛细常数），毛细作用的影响可略去不计，而 
成为纯重力波.反之，在短波长的情况下，重力的影响可略去不 
计.于是 

co 2 ~ ak 3 fp . (61. 3) 

这样的波称为 表面张力波或涟波. 中间情形的波叫 做表面张力重 

力波. 

我们再來确定在表面张力作用下，不可压缩流体球形小滴振 
动的性质.振动使小滴表面偏离球形.像通常一样，我们假设振 
动的幅度很小. 

我们从确定一个表面稍微偏离球面时的和数 l/A + 1 /私开 
始.在这里我们按照推导公式 （60. 11) 的办法来进行.在球坐标 
$①中，用函数 r 二 r (0, 0) 给出的表面面积为 

/= 1 0 f „ V r2 + ®) +1^(15")、仏_体 （61 . 4) 

球面由 r = 常数； sff 表示(这里丑是球的半 径)； 而相近的表面用 
r = 表示，这里 C 是个小量，把它代入 (61. 4), 我们得 

/= r„* i„i (s+ ° 2 + i[(i) 2 + 士 ( 語 ) 2 ]! sin _ 咏 

我们来求当^变化时这个面积的变分好.于是有 


①在本节后面部分,我们用4表示方位角，而用0表示速 度势， 
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df: 


2(/? + C)^C 


^ 9 SC 

m ■ * • ■■•••• ii 

90 96 


—豢聲 H n _ 0 . 


将第二项对 $ 进行分部积分,第三项对$分部积分，我们得 

Sf= \ 2n f ff {2(i?+S) 一一 sin^ C 

Jo Jo ( sir 


■■ ■■ 

6 96 


96 


- 士0•卜―叫 

若将大括号内的表达式除以 R{R^20, 则根据 (60.2), 这样得到 
的被积函数中 

SCSf^SCR(R -1-20 OdOdif) 

的系数就是所要求的曲率之和，它精确到 S 的一次方项.于是得 




1 2 


R 


2$ 

W 1 


1丨1 
R 2 \ sin 


2^ 


9 

0 90 


sin 


劍 • 


(61.5) 


式中第一项对应于球面，即 r 、= r 2 = r . 

速度势0满足拉普拉斯方程 

A 妒= 0 

并且在 r = 处有类似于平面表面情形中的边界条件. 

p li +a 丄[丄 

P dt^ [R R 2 R 2 sin6 96\ 96/ 


+ 7 i ^ d ^}\ +Vo ^^ 

常数 p Q +2 a //? 也可 略去； 将上式对 f 求导数， 共 m 巩二 v 7 
= ^PPr， 最后得关于0的边界条件 


P 


a 


d 2 i> 


2 


dt 


dr 

1 dr 


sin 6 9 


晶 (- 噗 ) 


,1 以 

sin 2 0 d(j) 2 

我们寻找下列驻波形式 的解: 


0 


对 r~R 


(6L6) 
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e~ !ut f(r,0, (f>) 

这里函数 / 满足拉普拉 ^ 方程 △/ 二 0. 火家知道，拉普拉斯方程 
rt 勺任一个解都可表成所 i 胃体积球调和函数 

的线性组合，这里 Y lm ( e ， 是拉普拉斯球调和 函数： 

Y lm (0, ^)=PT(cos0)e im ^ 

这里 

P r f(cosO) = sin m 6d m P l (cos6)/d(cose) m 

是所谓连带勒让特函数，尽0的0)是〖阶的勒让特多项式.大家知 
道，〖取零以上的所有整数值，而饥取值0, ±1，±2,…士 L 
因此，我们寻求这个问题下列形式的特解 


i>^Ae- iat r l P v Kcos6)e im ^ (61.7) 

频率《应使边界条件 (61. 6) 能得到满足.将表达式 (61. 7) 代入 
(61. 6), 并利用球调和函数满足 


3 


sin6 96 


sm 


9Y 


96 


1 9 2 Y r 

sin 2 0 d(j) 2 


+ 1(1 + 1)Y i m —0 f 


的事实，（消去 W 我们得 


或 


po + 


Za[2—Z(Z+1)] 

w 



ccl (Jl — l)(Z + 2) 

pW 


(61.8) 


这个公式给出球滴表面张力振动的本征频率.我们看出，该 
频率只依赖于 L 而不侬赖于 m . 但对一给定的丨却有 2 Z + 1个 
不同的函数 （61. 7) 相对应.于是 (61. 8) 的每一个频率都对应于以 
+ 1个不同的振动.具有同一频率的几个独立振动称 为简并振动; 
在目前情况下，我们有 (2 Z + 1) 重简并. 

若 J = 0 和丨 =1 ，表达式( 6 1.8)变为零.值 Z =0对应于径向 


^ 300 ‘ 



振动，即对应于小滴的球对称脉动；在不可压缩流体中，这样的振 
动显然是不可能的.对应于 Z 二1的运动就是小滴整个地平动.小 
滴振动最小可能的频率对应于《= 2, 并且是 

^min — 

3粘性流体薄层沿铅垂的壁向下流动时，会看到一种由表而 
张力引起的独特波动.卡皮查已经 指出； 这种波动一定是由于在 
较小雷诺数时出现的基本流动的不稳定性引起的 ®. 

问 题 

问题 1. 设住深度为&的流体表面上有表面张力重力波，试求这种波的 
频率 U 波数的关系. 

解：把 0 = ^4 cos ( kx — cot ) coshfcO + fc ) 代入条件 （61. 1)(见§12问题1)， 
我〖门得 

( gk -\~ ak 3 / p ) tanhfc /?. 

对于 kh、》l 情形，我们又回到公式 (61. 2)， 而对于长波我们有 

co 1 — ghk z ahk K / p , 

问题 2. 试求表面张力波的阻尼系数 
解： 把 （61, 3) 代入 (25. 5)，我们得 

2 rik 2 2 r ] co 4f3 

f) p l/ 3 a 1/3 m 

问题 3. 在考虑表面张力的条怍下，试求重力场中水平切向问断稳定 ft 
的条件（假设间断面两边是不同的流体). 

解：设 为上层流体相对于下层流体的速度.我们在基本流动上叠加 
沿水平方向周期性.的扰动，并寻求下列形式的速度势 

4> = Ae kz GOf > { kx — cot ) 在下垣流体中， 

f = A f e-^cos { kx-cot )^Ux 在上层流体中 •.. 

对千下层流体，在间断面上有 

z dz dt ， 

^ m 1. AT ML WHM1L 1 ■ a ■ • ■ 篇 t •邋 

①见 n.XKan [ 呵 a ， dt(J) 18, 3 , (1948)* 



8 a 


(61.9) 
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这是问断面的铅垂 坐标； 而对干上层流体 

v ， 』 尤二 • 

dz dx 9t 

间断尚上两种流体内压力相抵的条件是 

厂盖十 —a g = P f + |" P W 2 — 

在展幵表达式 〆 2 — P 时，只需保留 W 的一阶项.我们寻求 

C = asin (kx—cot ) 

形式的位移 L 把 f V 和（代入上面三个条件，并取 2-0, 我们得到三个方 
程，从中消去 a , 4和 I ,得 

n — 卜 fkgip-^) k z ppU 2 — ak 3 

-7F7 上 V p+p' ~(^+7^ + 7+7* 

为了使上式对所有的&都是实数，必须有 

p <4 叼 ( p — 〆 ) . 

若这个条件不成立，则有复数0>，其虚部为正数，因而运动就是不稳定的. 


§ 62 . 吸附膜对液体运动的影响 

在流体表面上存在吸附物质的薄膜，对表面的流体动力学特 
性会有重要影响.原因是，当表面形状随着液体运动而发生变化 
时,薄膜就被拉伸或压缩，也就是吸附物质的表面浓度发生变化. 
这些变化要引起某种附加的力，这种力必须加到自由面的边界条 
件 中去. 

这里只研究不溶于该液体的物质的吸附膜.这意思是说，吸 
附物质全部在表面上，而不渗入液体内部.若吸附物质是相当易 
溶的，则必须考虑在薄膜浓度发生变化的情况下，薄膜与液体体积 
之间的物质扩散. 

在杏 吸附物质的情况下，表面张力系数《是吸附物质表面浓 
度（单位表面面积的物质质量）的函数，我们用 v 表示表面浓度.若 
v 沿着表面是变化的，则系数《也是表面上各点坐标的函数.所 




302 ^ 



以液体表面上的边界条件包含有一个切向力，我们在§ 60的末尾 
已讨论过这种力（方程 (60. 14)). 在目前情况下， cc 的梯度可用表 

面浓度梯度表示，所以作用在表面上的切向力为 

/, = ( ca/^)vy (62.1) 

在§⑽中曾说过，计入这种力的边界条件 （60. 14) 只有粘性流体 
才能满足.由此可知，如果液体的粘性系数很小，而且对所研究的 
现象并不重要，则在这样的情况下，就没有必要考虑薄膜的存在. 

为了确定有薄膜覆盖的流体的运动，除了利用运动方程以及 
边界条件(60_ 14) 以外，我们必须再加上一个方程，因为现在有另 
一个未知量，即面浓度 V . 这个新增加的方程就是“连续方程”，它 
表示薄膜中吸附物质的总量不变.这个方程的具体形式依赖于表 
面形状.若表面是平面，则这个方程显然是 


9 (yvJ . 9( yv y )_ 

dt ^ ■— dx — ~ 1 巧 ― 


( 62 , 2 ) 


这里所有的量都取表面（取作巧平面)上的值. 

若薄膜可假设为不可压缩的，也就是假设运动过程中薄膜任 
一面元的面积都保持不变，则有吸附膜覆盖的液体运动问题的解 
将得到大大简化. 


吸附膜在流体动力学方面起重要作用的一个例子是讨论气泡 
在粘性流体中的运动.若气泡表面上没有什么膜，则气泡内的气 
体也会发生运动，于是液体作用在气泡上的阻力就与作用在同样 
半径固体球上的阻力不同（见§ 2 0问题 2 ).但若气泡上包着一层 
吸附物质的膜，则由对称性可知，当气泡运动时薄膜显然保持不 
动.因为薄膜内的运动如果是沿着气泡表面的子午线进行的话， 
结果物质就会不断地向一个极点聚集(这是由于吸附物质不渗入 
液沐或气体），当然这是不可能的.除了薄膜的速度以外，气泡表 
面上的气体速度也必须为零，并且由于这样的边界条件，气泡里面 
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的气体也必须完全静止.于是有薄膜覆盖的气泡就像固体球一样 
运动，特別是，它所受的阻力(对于小雷诺数情形）由斯托克斯公式 
给出.这个结果是列维奇得到的，下列《问题》的解也是他给出 
的① • 



问题】.设 两个容 器由一条深长的渠道相连，渠道的平面壁相互平行， 
宽为 a 长为 L 在这个系统中的液体表面上覆有一个吸附膜，两个容器中薄 
膜的面浓度 Vi 和仏是不同的.这使渠道中液体表面附近发生运动.试求 
由这种运动所输运的薄膜物质的数量. 

解: 我们取渠道的一个平面壁为 W 平面，液体的表面为3^平面，所以 
怎轴是 沿着渠道的；液体是在; s<0 的区城内.因为没有压力梯度，所以定常 
流方程为（见 §17) 


9 z v . 9 2 v 
斤十 P 



这里 r 是液体流速，显然是沿 a ; 軸方向，沿渠道有浓度梯度在渠道 
中液体的丧面上，我们有边界条件 


3v da 

■■ - 二 … 

dz ax 


在渠道壁上，液体必须静止，即 


对 


( 2 ) 


— 0 对汉= 0; 和夕 

假设渠道的深度为无穷大，所以有 

♦ . v = 0 对：—>一 、00 

满足条件 (3) 和 (4) 的方程 （1) 的特解为 


=常数 Xexp 


其中 n 为整数.条伴 （2) 由总和 


(2 ji 1) jiz 

a 


sin 


( 2 ? 1 ^ l) jry 
■ m ‘ « 一一 * 

a 


(3) 

(4) 


①更洋细的讨论见 B . I \ JleBin ， ^U3U ko -X u mu nee Kan rudpoduHaMma, 
AH CCCPU 952 ). 
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oo 


4a da 


exp 





(2 k + 1) JT 2 


a 


sin 


(2n + l) jt 沒 
a 


(2«+ l ) 


所满足.单位时问内所输运的薄膜物质的数 S ： 为 


^ = f yWz^ady 'S ’ 

J o 


t } jz 3 \^— 1 (2n 

71 = 0 


1 \ da 

- M ) 3 ) V lx $ 


运动是沿 《 增加的方向发生的.沿着渠道 G 值显然应为常数.因此我们可 
写成 


, da ，屬 —1 C l da , 
Vi— = 7 * 数 = :丁 y^-dx 


dx 


dx 


Vda , 


这里 A = a ( V 2 )， 我们假设有 a x > a 2 . 于是最订得 


Q 


m * * 


8a 2 ( _1 


(2w 十 1) 

71= 0 



a 1 

yda = 0.27 —i yda. 


问超 2_ 设彺覆有吸附膜的液体表面上有表面张力波，试求这种波的阻 
尼系数. 

解： 若液体的粘性系数不太大，则液体作用在薄膜上的（切向）伸张力就 
不大，因此可以把薄膜看作是不可茁缩的.这样,我们在计算能量耗散时，就 
可认为似乎耗散是在固壁上发生的，即根据公式( 2 4.1 4 )来计算.把速度势 
写成如下形式，即 


< j > = ^^ e ikx ~ ia } i e~ kgs t 


得表面上单位面积的耗散为 



E 动 = ~\! Y pJlco ^ k ^^ I * 


单位面积上总能量为 


E ~ dz = P 1 k(f>Q ] 2 / km 


利用 (61. 3) 得阻尼系数为 


Y 


一 Jc in t ] 1,2 a in 

2v /_ 2^ q;1/3 P 1/6 2 、 /jp 3/4 * 


co 1/6 r] U2 


这个 1： 与纯洁表面上表面张力波阻尼系数 （§ 6〗 问题 2 )之比是 

1 fap \^ 

W 1\ W ) ， 
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只要陂 泛 不是非常小，这个比值与1相比就是个大量.因此，液体表 iSU : 在 
吸附膜会使表面张力波的阻尼系数显著增大. - 



